& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 10.° ano

GEOMETRIA — PONTOS, RETAS E PLANOS Fonte

EXERCICIOS DE EXAMES E TESTES INTERMEDIOS

1.  Na figura ao lado, est4 representado, num referencial o.n.
Oxyz, o cubo [ABCDEFGH].

Sabe-se que:

1.1.

o plano ABC é definido pela equagdo x=0;

0 ponto A pertence ao semieixo positivo Oy , e
OA=4 ;

o ponto F pertence ao plano Oxy;

areta FC é definida pela equagao vetorial

(x,y,2)=(-5,2,14)+k(-5,-1,7), keIR.

x

Qual das seguintes equagdes vetoriais define a reta que passa no ponto A e é paralela a reta FC?

A (x,y,z)=(-5,1,7)+k(1,-5,0),kelR

® (x,y,2)=(5,1,-7)+k(-1,5,0), kelR
© (x,y,2)=(-10,2,14)+k(5,1,-7), keIR
@ (x,y,2)=(10,2,-14)+k(5,1,-7), kelR

A reta que passa no ponto A é paralela a reta FC logo os vetrores diretores das retas s@o colineares.
As opcoes (A) e (B) ndo sdo possiveis, porque ndo existe um valor real k de modo que
(1,-5,0)=k(-5,-1,7) ou (-1,5,0)=k(-5,-1,7).

As opgoes (C) e (D) sdo possiveis para k=-1.

Sabemos que A(0,4,0)

0=-10+5k [5k=10 (k=2
Opcio (C): (0,4,0)=(~10,2,14)+k(5,1,-7)={4=2+k k=2 o k=2
0=14-7k  (7k=14 |k=2

Como existe um valor k que verifica a condi¢do, podemos concluir que A pertence a esta reta e tem a

mesma direcdo de FC

OPCAO: C
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1.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Determine a equagdo cartesiana reduzida da superficie esférica que contém todos os vértices do cubo
[ABCDEFGH].

Sabe-se que A(0,4,0), F(x,y,0) porque pertence ao eixo Oxy e C(0,y,z) porque ABC ¢é

definido pela equacdo x=0.

Para que a superficie esférica contenha todos os vértices do cubo, o centro tem que ser o ponto médio

de [FC] e o didmetro € igual a FC

Como FC: (x,y,z)=(-5,2,14)=k(-5,-1,7) , keIR,temos que qualque ponto da reta é do tipo

(-5-5k, 2—k, 14+7k), kelR
Coordenadas de F:

x=-5-5k [x=-5-5k [x=-5-5%(-2) [(x=5
(x,y,0)=(-5-5k, 2—k, 14+7k)=y=2-k <<iy=2-k <y=2-(-2) siy=4
0=14+7k k=-2 k=-2 k=-2

Logo, F (5,4,0)
Coordendas de C:
0=-5-5k k=-1 k=-1 k=-1

(0,y,2)=(-5-5k, 2k, 14+7k)=y=2-k <y=2-k <iy=2-(-1) <{y=3
z=14+7k z=14+7k z=14+7x(-1) z=7

Logo, C(0,3,7)

Entao o ponto médio de [FC] é:

5+0 4+3 0+7) (577
2 7272 27272

O difmetro de [FC] é d(F,C) =/(5-0) +(4=3) +(0-7) =25+1+49 =75

Logo o raio € igual a r=% e 7"2:E

Portanto a equacao cartesisana reduzida da superficie esférica é:

CIRGIRCIE

Exame 2024, 2.2 fase
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2.  Nafigura, esté representada, num referencial o.n. Oxy, a reta AB. Y
Sabe-se que:
e 0 ponto A pertence ao semieixo negativo Ox e o ponto B pertence ao
semieixo positivo Oy;

e areta ABtemequagdo y=2x+4.

Seja M o ponto médio do segmento de reta [AB].

W

/A 9] x
Quais sdo as coordenadas do ponto M ?
@ (—1 2} ® (-1,2) © (—1 1] ©) (-2.4)
2’ ’ 472 ’

Como B pertence ao semieixo positivo Oy e areta y =2x+4entao B (O , 4) .

Como A pertence a Ox e areta y=2x+4, entdo 2x+4=0< x=-2, assim, A(-2,0)

. M(XA+XB ’yA+yBJ:[—2+O,O+4j:(_1’2)

2 2 2 2
OPCAO: B
Exame 2019, 2.2 fase
3.  Na figura, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, um cilindro de 2
revolucdo de altura 3. T
Sabe-se que: /TE\
e 0 ponto A tem coordenadas (1 ,2, O) e é o centro da base inferior ~—
do cilindro, a qual est4 contida no plano Oxy;
e 0 ponto B tem coordenadas (1 , 3,0) e pertence a circunferéncia 0
'.‘..*...._ - "..‘.‘—) y
que delimita a base inferior do cilindro; (4B

e oponto Cé o centro da base superior do cilindro. x
Determine a 4rea da secgao produzida no cilindro pelo plano de equagdo x =1
Sabemos que os pontos A, B e C tém abcissa igual a 1, logo todos pertencem ao plano de equacao x=1.

Temos, assim, que a sec¢do produzida no cilindro pelo plano de equagdo x =1, é um retangulo que contem

os trés pontos, isto é, um retangulo cujos lados sdo o didmetro da base e a altura do cilindro.

A:2><|yB—yA|>< 3 :2|3—2|><3=6
Diadmetro Altura

Exame 2017, época especial
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4.  Considere, num referencial o.n. Oxy, os pontos A(-1,3) e B(2,4).

Qual das seguintes equagdes define uma reta paralela a reta AB ?
1 1
A) y=-5x (B) y=gx © y=3x (D) y=-3x

As retas paralelas tém o mesmo declive.

Y,—Yyy 3-4 -1 1

Assim, m,, = = — ==

Yox,-x, -1-2 -3 3
OPCAO: B

Exame 2016, época especial
5. Na figura, est4 representado, num referencial o.n. Oxy, o cubo z
[OPQRSTUV] de aresta 2.
T S
Os pontos, P, R e T pertencem aos semieixos positivos. ;
U . %
Numa das opcoes seguintes estao as coordenadas de um ponto : R
pertencente a uma das arestas do cubo. 0 Yy
Em qual? P @
x

@ (1,1,2) B) (1,2,0) ©) (0,1,1) D) (1,1,1)

Sabe-se que a aresta do cubo € 2, assim:
e o ponto de (A) é o centro da face [STUV];
e o ponto de (B) é o ponto médio da aresta [QR];
e o ponto de (C) é o centro da face [OPQR];
e o pontode (D) é o centro do cubo [OPQRSTUV].

OPCAO: B

Teste Intermédio 10.° ano, margo 2012
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6.  Considere, num referencial o.n. Oxy: Yy

e aretar, definida pela equagio y=2x-1; r

e o ponto A de coordenadas (0,-2).

L 2

Escreva a equacio reduzida da reta paralela a reta r que passa no

ponto A.

Como a reta é paralela a r entao tem o mesmo declive, m, =2

Como deve conter A, entao —2=2x0+b<b=-2

Ly=2x-2

Teste Intermédio 10.° ano, margo 2012

7.  Na figura, estd representado, num referencial o.n. Oxy, o prisma
quadrangular regular [ABCDEFGH].

As coordenadas dos ponto 4, Be G sdo (11,-1,2),(8,5,0) e

(6,9,15), respetivamente.

Escreva uma condigdo que defina a reta que passa no ponto G e

que é paralela ao eixo Oy.

Como ¢é paralela ao eixo Oy a reta é defina pelas coordenadas
x=x5Anz=2,, G(6,9,15)
x=6Az=15

Teste Intermédio 10.° ano, maio 2011
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8.  Na figura, estd representado, num referencial o.n. Oxyz, o poliedro z
[VNOPQURST], que se pode decompor num cubo e numa piramide v
quadrangular regular.
_ . ....................... —
Sabe-se que: N o v
e a base da piramide coincide com a face superior do cubo e
esta contida no plano Ox; Q@ P
e 0 ponto P pertence ao eixo Ox; T
e oponto Utem coordenadas (4,-4,-4). >R S
Escreva uma condicfo cartesiana que defina o plano perpendicular
U T

areta QN e que passa no ponto V.

Como se pode observar na figura a reta QN € paralela ao eixo Ox, como se pretende que o plano seja
perpendicular a reta QN, entao o plano também serd perpendicular ao eixo Ox, isto €, o plano sera definido

pela equacdo x =k, kelIR.
Como o ponto V pertence ao plano pretendido, e V' (2,-2,z, ), entdo x =2 ¢ a equacdo do plano.

Teste Intermédio 10.° ano, janeiro 2011

9.  Considere, num referencial o.n. Oxy, a reta r que interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 2 e que interseta o
eixo Oy no ponto de ordenada 8.
Qual é a equacao reduzida da reta r ?
(A) y=-4x+8 (B) y=4x+8 ©C) y=-2x+4 (D) y=2x+4
Como a reta r interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 8, entdo y=mx+8.
Como a reta r interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 2, entdao 0 =m2+8 < m=—-4
S yYy=—4x+8

Teste Intermédio 10.° ano, maio 2010
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10. Na figura, estao representados, num referencial o.n. Oxyz, um

[

prisma quadrangular regular e uma piramide.

<
—
3

A base da pirdmide, [OPQR], est4 contida no plano Oxy e e
I -.:’..
coincide com a base inferior do prisma. S HEEE s
v
.1
O ponto W, vértice da piramide, coincide com o centro da base E
superior, [STUV], do prisma. E :
O ponto P tem coordenadas (5,0,0). : 'r | R
Qr-------- =
L, ’ ’ y
Sabe-se que o volume da pirdmide é igual a 75. P il
@
Determine as coordenadas do ponto W, vértice da piramide. .
Sabe-se que:
e abase do prisma é um quadrado [OPQR];
e P (5 ,0, O)
V[OPQRW] =75
ASSIM, Vipop =75 %XA[OPQR} xz, =75 %><52 xz, =75z, = % <z, =9
W (? = 9j
2°2

Teste Intermédio 10.° ano, maio 2010
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11. Na figura, est4 representada, num referencial o.n. Oxy, a reta r, que Y

interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 2 e o eixo de Oy no ponto de

ordenada 2.

Qual é a equacdo reduzida da reta r ?

(A) y=2x+2 B) y=-2x+2

Temos os pontos (2,0) e (0,2).

i~

N

D) y=x+2

Teste Intermédio 10.° ano, janeiro 2010
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12. Na figura, estdo representados, num referencial o.n. Oxy, a z
piramide quadrangular regular [VOPQR] e o prisma
quadrangular regular [ABCDEFGH].

Sabe-se que:
e 0s vértices P e R da piramide pertencem aos eixos

coordenados Ox e Oy, respetivamente;

e uma das bases da prisma estd contida na base da
piramide e cada vértice da outra base pertence a uma

aresta da piramide.

Preencha cada um dos espacos seguintes, de modo a obter afirmagdes verdadeiras quanto & posigao relativa

das retas e /ou planos.

Copie as afirmagOes obtidas para a sua folha de respostas.

Asretas DQ @ VESAO ....coooceeeeeeeeeeeeeeeeeee e
AsretaS EH € .cooeveie sado complanares.
Areta PQ e o plano HGB SAO ..........c.ccccceveveveverenennn.
Areta FQ e o plano ADH SQO .........ccccoeveveveereennnn.
Os planos BQVe .................... sao perpendiculares.

As retas DQ e VF sdo concorrentes.

As retas EH e AB sdo complanares.

A reta PQ e o plano HGB sdo paralelos.

A reta FQ e o plano ADH sdo concorrentes .
Os planos BQV e PQR sdo perpendiculares.

Teste Intermédio 10.° ano, janeiro 2010
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13. Na figura, esti representado, num referencial o.n. Oxyz, o prisma 2
triangular nao regular [ABCDEF]. I

Sabe-se que:

e as bases sdo tridngulos isésceles (A_B =AC e DE= ]77) ;

e abase [ABC] esté contida no plano Oxy;
e as arestas laterais do prisma s3o perpendiculares as bases;

e 0 pontoAtem coordenadas (4,0,0);

e o ponto E tem coordenadas (0 ,3, 8) ;

e oponto Féosimétricodo ponto E, relativamente ao plano Oxz. ¢

Determine a area lateral do prisma.

As faces laterais do prisma sdo retangulos.

BE=z,=8

E(0,3,8) e D(4,0,8)

DE =/(4-0) +(0-3) +(8-8) =25 =5

Como E e F sdo simétricos relativamente ao plano Oxz, entido EF =2xy, =2x3=6

Como as bases do prisma sdo tgridngulos isésceles temos que [ABED] e [ACFD] sdo iguais

B Alateral :2XA[ABED] +14[BCEF] :2X(5X8)+6X8:80+48 =128

prisma

Teste Intermédio 10.° ano, maio 2009
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14. Na figura est4 representado, num referencial o.n. Oxyz, um z

cone de revolugao.

Sabe-se que:

e o vértice Vdo cone tem coordenadas (1,2,6);

e o ponto Cé o centro da base do cone.

Seja W o ponto simétrico do ponto V', em relacdo ao plano Oxy. -
Indique as coordenadas do ponto W e escreva uma condicao que defina o segmento de reta [VWV].

O simétrico do V em relagao ao eixo Oxy, tem a mesma abcissa, ordenada e cota simétrica.
Assim, W (x, ,y, ,—2,)=(1,2,-6)

A reta VI é paralela ao eixo Oz, portanto a reta é definida por VIW: x=1 A y=2

Assim, o segmento de reta [VW] tem que ter as cotas compreendidas entre —6 e 6.

[VW]:le/\ y=2A-6<z<6

Teste Intermédio 10.° ano, janeiro 2009
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15.

16.

Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, z
um sélido que pode ser decomposto num cubo e numa

piramide quadrangular regular.

A origem do referencial é um dos vértices do cubo, o vértice

P pertence ao eixo Ox e o vértice R pertence ao eixo Oy.

Os vértices da base da pirdmide sdo os pontos médios dos /
1
lados do quadrado [OPQR]. e e

O ponto Q tem coordenadas (2,2,0).

O volume do sélido é igual a 10. Jomiee v e e A4

Determine a cota do ponto E.

Como Q(2,2,0) entdo V,, =2"=8

Cubo

Como os vértices da base da pirdmide sdo os pontos médios dos lados do quadrado [OPQR], entao

A(1,0,0) e B(2,1,0) e AB=y/(1-2) +(0-1) +(0-0) =2

Voo = V5 + Voo €V,

Pirdmide Cubo Piramide

2
:VSdlido _VCubo <:>%X(\/§) XZE :10_8<:>§ZE :2<:>ZE =3

Teste Intermédio 10.° ano, janeiro 2009

Considere, num referencial o.n. Oxy, a reta r que interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 2 e que interseta o
eixo Oy no ponto de ordenada 6.

Qual é a equacdo reduzida dareta r ?

(A) y=-3x+6 (B) y=3x+6 ) y=-2x+3 (D) y=2x+3

Temos os pontos (2,0) e (0,6)

m. :ﬁ:—S
2-0
r:y=-3x+6

OPCAO: A

Teste Intermédio 10.° ano, maio 2008
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17. Na figura estd representado, num referencial o.n. Oxyz, um cubo z
[OPQRSTUV].
A aresta [OP] esté contida no semieixo positivo Ox, a aresta [OR] S v
est4 contida no semieixo positivo Oy e a aresta [OS] esta contida .
no semieixo positivo Oz. T , U
1
1
1
O ponto U tem coordenadas (2,2,2). O ;I ...... -- R_)
‘ Yy
ll
P Q

Defina, por meio de uma condicao, a aresta [UQ].

X

Areta UQ é aintersegao dos planos UQR , perpendicular a Oy, logo definido por y =2, e UPQ, perpendicular
a Ox, logo definido por x =2. Assim, a reta UQ é definidapor x=2 A y=2.

Como ¢é pretendido o segmento de reta [UQ], entdo a cota vai estar compreendida entre O e 2.

[UQ]: x=2Ary=2A0<z<2

Teste Intermédio 10.° ano, maio 2008
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18. Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxy, uma

reta AB e uma circunferéncia com centro na origem e raio igual T
ab.

Os pontos A e B pertencem a circunferéncia.

O ponto A também pertence ao eixo das abcissas.

~

Admitindo que o declive da reta ¢ igual a %, resolva a duas

alineas seguintes.

18.1. Mostre que uma equacdo da reta ABé x—2y+5=0.

Sabe-se que:

: , 1 ~ , . 1
e odeclive daretaé 5 entdo a reta é do tipo y==x+b

e A pertence ao semieixo negativo de Ox e a circunferéncia de raio 5, entdo A(-5,0)

0=1x(-5) b=
2 2

g y:%x+§<:>2yzx+5<:>x—2y+5:0 c.q.m.

18.2. Mostre que o ponto B tem coordenadas (3,4).

B pertence a reta AB de equacao y = % x+g e & circunferéncia de equacdo x* +y° =25

x-2y+5=0 [x=2y-5 x=2y-5 x=2y-5
2 2 < 2 2 A 2 2 A 2 A
x*+y° =25 (2y-5) +y* =25 4y -20y+25+y° =25 5y° =20y =0
x=2y=>5 x=2y-5 [(x=2y-5 x=2y-5 x=2y-5 [x=2x4-5
= = v = = = =
y(5y—-20)=0 y=0 5y—-20=0,, (5y-20=0 y=4 y=4
x=3
=
y=4

. B(3,4) c.qm.

Teste Intermédio 10.° ano, janeiro 2008
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19. Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxyz, um z
prisma e uma piramide quadrangulares regulares, com a mesma

altura.

A base do prisma, que coincide com a base da piramide, esta

contida no plano Oxy .

O vértice P pertence ao eixo Ox.

O vértice R pertence ao eixo Oy.

O vértice S pertence ao eixo Oz.

O vértice U tem coordenadas (2,2,4).

Escreva uma condicdo que defina a reta TU.

U(2,2,4) e T(2,0,4)

Logo, TU:x=2 A z=4

Exame 2001, época especial

20. Considere, num referencial o.n. Oxyz, uma reta r, perpendicular ao plano Oyz.
Qual das afirmagdes seguintes é necessariamente verdadeira?
(A) Aretaréperpendicular ao plano Oxy. (B) Aretarest4 contida no plano Oxy.

(C) Aretaréperpendicular ao eixo Ox. (D) Aretaréparalela ao eixo Ox.

(A) E falsa porque a reta r é paralela ao plano Oxy

(B) Nao é necessariamente verdadeira porque a reta r pode ser um conjunto de pontos com cota nao nula.
(C) E falsa porque a reta r é paralela ao eixo Ox.

(D) Como a reta ¢é perpendicular ao plano Oyz também € perpendicular a todas as retas contidas no plano

Oyz, em particular aos eixos Oy e Oz, e assim paralela ao eixo Ox.
OPCAO: D

Exame 2000, prova de reserva
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21. Na figura esti representada, num referencial o.n. Oxyz,

uma piramide quadrangular regular.

a base da piramide é paralela ao plano Oxy;

o ponto A tem coordenadas (8,8,7);

o ponto B pertence ao plano Oyz;

o ponto C pertence ao eixo Oz;

o ponto D pertence ao plano Oxz;

o ponto E é o centro da base da piramide;

o vértice V da piramide pertence ao plano Oxy.

Determine o perimetro de uma face lateral da piramide.

Vamos determinar o perimetro, por exemplo, da face [ABV]

A(8,8,7), entdo, B(0,8,7) e V(4,4,0)

AB=(8-0) +(8-8) +(7-7) =\/&" =8

~

Como a piramide é regular entao as arestas laterais tém o mesmo comprimento, isto €,
AV =BV

AV =J(8-4) +(8-4) +(7-0) =16+16+49 =9

. P

[ABV]

— AB+2AV =8+2x9=26

Exame 2000, época especial
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22.

23.

Na figura esté representada, num referencial o.n. Oxyz,
um prisma triangular regular.
Sabe-se que:
e o0 vértice O coincide com a origem do
referencial;
e 0 vértice P pertence ao semieixo positivo Ox;
e 0 Vértice R pertence ao semieixo positivo Oy;

e 0 segmento de reta [QR] tem comprimento 6.

Sabendo que a area lateral do prisma € 72, determine as

coordenadas do ponto S.

Como a é4rea lateral do prisma é 72, e sabendo que a 4rea lateral é igual a soma dos trés retdngulos, em

72
A[QRST] = ?

particular o retangulo [QRST], temos que
4

=24

]=Q_R><®<:>6><®=24<:>@=4

ORST
Como o prisma ¢é regular, as bases sao tridngulos equilateros.

Assim, seja M ponto médio de [PQ], entdo PM =2

Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, WZ +S_M2 :?82 =27 +S_M2 =4’ & S_M2 =12 <
& SM=+12

SM>0

Assim, como S tem a mesma abcissa do ponto P, a mesma ordenada de M e a cota igual a SM , temos que

as coordenadas de S sao (6,2,\/5)

Exame 2000, 1.2 fase — 2.2 chamada
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Num referencial o.n. Oxyz, a condicao define:
z=3

(A) oconjuntovazio (B) um ponto (©) umareta (D) um plano

OPCAO: C
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24. Na figura, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, um cubo.

25.

Sabe-se que:
e [ABCD]é uma face do cubo;
e [EFGH] ¢ a face oposta a face [ABCD]
(o ponto H nao esté representado na figura);

e [AE], [BF], [CG] e [DH] sdo quatro arestas do cubo;

e 0 pontoAtem coordenadas (3,5,3);

e o ponto D tem coordenadas (—3 ,3, 6);

e o ponto E tem coordenadas (1,2,-3).

Determine o volume do cubo.

Para determinar o volume do cubo, basta calcular o comprimento de uma das arestas.

AD=,/(3+3) +(5-3) +(3-6) =49 =7

V.. =7°=343 u.v.

Cubo

Exame 1999, época especial

Qual das condigbes seguintes define, num referencial o.n. Oxyz, uma reta paralela ao eixo Oy?
(A) x=1lay=2az=3 (B) x=2az=1
©€) x=y=z (D) y=1
Num referencial Oxyz, uma reta paralela a um dos eixos é definida por duas coordenadas, excetuando a
coordenada do eixo que € paralelo.
OPCAO: B
Exame 1998, prova para militares
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26. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, um sélido

formado por um cubo e uma pirdmide quadrangular regular.

a base do pirdmide coincide com a face superior do cubo; ;
T

o vértice O coincide com a origem do referencial; :
b
S .

o vértice N pertence ao semieixo positivo Ox;
’

o vértice P pertence ao semieixo positivo Oy;

o vértice S pertence ao semieixo positivo Oz;

___________

a altura da piramide, VM , é igual ao comprimento da aresta ,
’

do cubo;
N Q

e o vértice Vtem coordenadas (3,3,12) .

Justifique que UQ =6 e que UV =36.
Como VM =UQ , V(3,3,12) e VM+UQ=12=UQ+UQ=12<2UQ=12<UQ=6 c.q.m.

U(6,6,6) e V(3,3,12)
OV =(6-3) +(6-3) +(6-12) =0+9+36 =54 =06 =36

Exame 1998, 1.2 fase — 1.2 chamada
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27. Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxyz, um %

prisma quadrangular regular e uma piramide cuja base [OEFG]

coincide com a do prisma e esta assente no plano Oxy. H

O vértice da pirdmide coincide com o centro da base superior do A /A\\ D
prisma. /

O ponto G tem coordenadas (4,4,0).

Sabendo que, na unidade considerada, o volume do prisma é igual G

a 96, mostre que o ponto H tem coordenadas (2,2,6) =

Como o prima é quadrangular regular, a base é um quadrado.

Sabemos que G(4,4,0), entao a aresta da base é 4, e portanto A[OEFG] =4x4=16

V[ABCDOEFG] =96 A[OEFG] x Altura =96 < 16x Altura =96 < Altura = % < Altura=6

Como H coincide como centro da base superior do prisma, temos que:

H[ X Yo aural=[ 2,2 6]=(2,2,6) c.qm.
22 2°2
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