ExXAME FINAL NACIONAL DE MATEMATICA A

Prova 635 | 1.2 Fase | Ensino Secundario | 2024

MATEMATICA 12.° Ano de Escolaridade

RESOLUCAO

% 1. Seja f uma fungao de dominio R e contradominio [—1,3].

Qual é o contradominio da fungéo g, de dominio R , definida por g(x)= f(x—2)+17?
(A) [-3,1] ®) [-2,2]

(©) [0,4] ) [1,5]

O contradominio da fungdo fé [-1, 3]

A fung@o g é definida por g(x)=f(x-2)+1

fr2) 41
“~————  Translacio
Translagdo vertical
horizontal associada
associada ao vetor
ao vetor )

L v (0,1
u(2,0) (0.1)

D', :D'f+1:[—1+1 , 3+1]:[O, 4]

OPCAO: C
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2. Uma orquestra esta a realizar audi¢des para novos instrumentistas.

% 2.1. No primeiro dia das audi¢cbes, participaram apenas candidatos a flautistas e a violinistas.

Sabe-se que:

3

¢« = dos candidatos eram violinistas;

5

* 0 nhumero de candidatos estrangeiros era igual ao nimero de candidatos portugueses;

3
10

dos candidatos estrangeiros eram flautistas.

Seleciona-se, ao acaso, um dos candidatos que participaram no primeiro dia das audigdes.
Determine a probabilidade de esse candidato ser portugués, sabendo-se que é violinista.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

Considere-se os seguintes acontecimentos:
A: «Ser candidato a violinista»

B: «Ser candidato portugués»

Queremos saber: P(B|A)

Sabe-se que:
. P(4)-;
. P(B)-5
. p(m):%

P(AIB)-— & — == o P(AnB)=—xP(B) e P(AnE)=x(1-P(B)) =

@P(AmB):%xécP(Zm]_B):%
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Recorrendo a tabela de dupla entrada:

A A
B 1 2 31 1
4 5 20 4 2
z 3. 1_7 3 1
5 4 20 20 2
3 2 1
5 5
1
P(AnB) 2
Assim,P(B|A):Q:i:£
P(4) 3 12
5

% 2.2. Enquanto aguardam as audigdes, quatro violinistas, um violoncelista e trés contrabaixistas vao
sentar-se nas duas primeiras filas de uma plateia, tendo cada fila quatro lugares numeradosde 1 a 4.

Qual das expressdes seguintes representa o nimero de maneiras diferentes de dispor os oito
musicos, ficando os trés contrabaixistas numa fila?

(A) 4C3 x 3% 5! (B) 2x %45 x 5!

(C) 2x4Cy x5! (D) *45x3x5!

Sabendo que os trés contrabaixistas se dispdem numa tnica fila; havendo sé duas filas, h4 duas formas

de se escolher a fila.

* A, Corresponde as diferentes formas de distribuir os trés contrabaixistas pelos 4 lugares da fila

escolhida.

Quanto aos restantes musicos, estes permutam-se pelos lugares ainda existentes, ou seja, 5!. Assim, a
expressao correspondente ao nimero de maneiras diferentes de dispor os oito musicos, ficando os trés

contrabaixistas numa fila é:
2x*A, x5!

OPCAO: B
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2.3. Para se preparar para a audi¢do de violino, a Constanca praticou durante m dias.

Sabe-se que a Constanga praticou:

« em cada dia, exceto no primeiro, sempre mais 10 minutos do que no dia anterior;

« 60 minutos no quarto dia;

e 2970 minutos no total dos m dias.

Determine o valorde m .

Como em cada dia, com excecdo do primeiro, a Constanga praticou mais 10 minutos do que no anterior,

significa que a razao da progressao aritmética é 10 (r=10).

Sabe-se que:
e u, =60
e 1r=10
e S, =2970

Vamos determinar o termo geral da progressao aritmética:
u, =u, +10x(n-4) = u, =60+10n-40 < u, =10n+20

“1+2“m xm=2970 <

S =2970 30+10m+20 9970 @ mx20H1OM o970 o

<:>m(25+5m)—2970:0<:>5m2+25m—2970:0<:>m=—27vm=22

Como meIN , entdo m=22
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3. Na Figura 1, esta representado, em referencial o.n. Oxyz , o prisma reto
[ABCDEFGH], debases [ABCD] e [EFGH] .

Sabe-se que:

 as bases do prisma séo trapézios retangulos;

 oponto 4 tem coordenadas (4,—4,-3), eoponto B temaordenada
igual ao dobro da abcissa;

 umaequaggodareta BC é (x, y,z)=(3,5,1)+k(2,3,6), keR.

% 3.1. Qual das equagdes seguintes é uma equagéo do plano ABF ?

(A) 2x+3y+62z+22=0 (B) 2x+3y+6z-20=0

(C) 3x—-2y-20=0 (D) 3x—-2y+22=0

Figura 1

A reta BC é perpendicular ao plano ABF, entdo f)(2, 3,6) é um vetor diretor do plano.
O plano ABF é do tipo 2x+3y+6z+d =0, como A pertence ao plano

2x2+3%x(-4)+6x(-3)+d=0<d=22

ABF: 2x+3y+6z+22=0
OPCAO: A

% 3.2. Determine, sem recorrer a calculadora, a nao ser para efetuar eventuais calculos numéricos, a
amplitude do angulo convexo AO0B .

Apresente o resultado em graus, arredondado as unidades.

BC: (x,y,z)=(3,5,1)+k(2,3,6) , keIR
Entdo qualquer ponto da reta é da forma (3+2k, 5+3k, 1+6k)

Como B tem ordenada igual ao dobro da abcissa, temos

5+3k=2(3+2k)<5+3k=6+4k = k=-1
Assim, B(3+2x(-1), 5+3x(-1), 1+6x(-1))=(1,2,-5)

Logo KA(4,—4—3) e O—B(1,2,—5)

ﬁ@ (41_47_3)(1)21_5) . 4_8_15 11

oAl<IoBl e (—ay+(-8) <P+ (-5 VAIxBO 1280

cos(04"08)

Portanto, AéBZCOSl( 1 Jz720

V1230
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3.3. Selecionam-se, ao acaso, dois vértices de cada uma das bases do prisma.

Determine a probabilidade de os quatro vertices selecionados ndo pertencerem a uma mesma face
lateral do prisma.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.
Numero de casos possiveis: ‘C, x *C, =36
Numero de casos favoraveis: *C, x “C, -4 =32

Entao, aplicando a regra de Laplace P = % _8

4. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Determine o conjunto dos nimeros reais que verificam a condigdo In%x —Ilnx —2 <0 .

Apresente a sua resposta na forma de intervalo ou de reunido de intervalos de nimeros reais.

Dominio: D={xelR:x>0}=1IR"

In*x-lnx-2<0
Seja y=1Inx, entao:
H—/

Mudanca de
variavel

Y -y-2<0

C.A.
yz—y—2:0©y:—lvy:2

+ fy =y -u-2

Assim,
YV -y-2<0sy>-1ay<2 o Inx>-Ialnx<2<Inx>Ine Alnx<lne’ <
y=Inx

-1 2 1 2
SX>e AX<e DX>—AXx<e

xe}l, ez[mD:}l, ez[mlﬁz}l, e{
e e e
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5. Considere, para um certo valor de k real, a fungéo g, de dominio R, definida por

1_—x—e"‘k se <1
e* 11

g(x)=
x2-3x-2Inx se x=>1

Resolva os itens 5.1. e 5.2. sem recorrer a calculadora.

% 5.1. Estude, no intervalo ]1, + oo[ , afuncdo g quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos
relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

Para estudar a monotonia da funcdo g em |1, +oo[ , vamos estudar o sinal da 1.2 derivada.

Derivada:
2
9'(X)=(X2—3x—21nx)' =2x_3_2><l=w
X X
Z€ros:
2
LX_Z:O@XZ—3x—2:O/\xiOc{x:—%vx:ZJ/\xqu@ng
x S

Quadro de sinais:

+ -3 2 +

\_/
X 1 2 +00

x°=3x-2 n.d. - 0 +
X n.d. + + +
g' n.d. - 0 +

Min

g n.d. N 9(2) /

O minimo da fungdo é g(2)=2°-3x2-2In2=4-6-1n2°=-2-1n4

A funcdo é decrescente em |-1,2] , crescente em [2, +oo[ e tem um minimo iguala —2—1n4
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% 5.2. Sabe-se que afungdo g é continuaem x=1.

Determine o valor de k.

A funcdo é contfnuaem x=1 se limg(x)=limg(x)=g(1)
x—1" x—1"

TS EECR

. &
— ~lime*™" = -
ol X1 A Mudanga de variavel:
. . —k . 1 . “k =x-1

=-lim Y —lime" =-lim ————-lime"" = y

b el -1 b el =1 ot xosl =y—o0

Y
Limite notéavel
1

. 1 2_ - — 2_ _ —1_2__9_
lim g (x) =lim (x* ~3x~2Inx)=1°~3-2In1=1-3=-2=¢(1)

Logo, —l-e =2 - =—loe =loce ="cl-k=0ck=1
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% 6. O grafico da Figura 2 apresenta a distribuicdo das classificagdes finais, em valores, na disciplina de
Portugués, dos 20 alunos de uma turma.

Classificagdes finais na disciplina de Portugués
30%
25%
@
£ 20%
&
8 15%
o
&
3 10% I
2
(19
B I -
0%
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Classificagdes (em valores)

Figura 2

Complete o texto seguinte, selecionando a opgéo correta para cada espaco, de acordo com os dados
representados no grafico da Figura 2.

Escreva, na folha de respostas, apenas cada um dos nuameros, I, Il, lll e IV, seguido da op¢éo, a), b) ou c),
selecionada. A cada espacgo corresponde uma s6 opgao.

Na turma, ha I alunos com classificagéo final inferior a 13 valores na disciplina
de Portugués.
A mediana da distribuicdo das classificagdes finais na disciplina de Portugués

¢ I valores.

A classificacdo média final na disciplina de Portugués é e valores, e o desvio padrdo
desta distribuigao, arredondado as décimas, & _ NV valores.
1 | ]l v
a) 4 a) 12,5 a) 134 a) 2,9
b) 6 b) 13 b) 13,6 b) 3,8
c) 10 c) 13,5 c) 13,8 c) 4,1
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A percentagem de alunos com classificacao inferiora 13 é 5+15+10=30%. Entao, 0,3x30=6

Opcao: b)
I, I e IV
Classificagdes Frequéncia Relativa Frequéncia Absoluta
8 5% 0,05x20=1
10 15% 0,15x20=3
12 10% 0,10x20=2
13 20% 0,20x20=4
14 25% 0,25x20=5
17 20% 4
20 5% 1

Recorrendo a calculadora grafica:

Valores V1 Frequéncias W1 valores V2 | V1/NL 1/n1
8 1 . " Primeire quartil ©1 12
Dimensao 20
. ) Terceiro guartil O3 15.5
1o 3 Minima M0 8
12 2 .. Meddiana M= 13.5
Maximo M= 20 o 7 o)
Amplitude dinterquartil IOR 3.5
13 4 amplitude R 12 p <
Somatério © 272
15 5 Média ¥ 13.6 -
. . Soma dos quadrades u2 3864
17 4 Desvio padrdc o 2.87054
20 1 e ; Desvio padrdo amostral = 2.945112
Variancia o2 B.24
L . : Variancia amostral =2 B.673684
Primeiro quartil OL 12
Moda Mo 14

II Mediana=13,5 — ¢)
III Média=13,6 — b)

IV Desvio padrdo ~ 2,9 — a)
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7. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Considere a fungao f, de dominio R\ {0}, definida por
fx0) = = c?sx
X

Estude a fungéo f quanto a existéncia de assintotas verticais ao seu grafico e, caso existam, escreva as
respetivas equacgoes.

D, =IR\ {0}

f é o quociente de duas fungdes continuas em IR , logo a funcao é continua no seu dominio.

0
— 2 2
: 1-cosxld) (I-cosx)(l+cosx) .. 1-cos x : sen” x
lim f(x)=lim———  =lim - =lim — =lim — =
X0 =0 X X0 x* (1+cosx) =0 x* (1+cosx) 0 x*(1+cosx)
. senx ,. senx .. 1 1 1
=1lim x lim xlim ——————=1xlx——————=—=+w
=0 X o0 x 0 x°(1+cosx) 0" x(1+cos0) O
Limite notavel Limite notavel

lim f(x)=1lim f(x)

x—0" x—=0~

Assim, lim f (x)=+o0, pelo que a Uinica assintota vertical ao grafico de fé a reta x =0
x—0

% 8. Seja f/ uma fungdo de dominio R .
Sabe-se que:

« para qualquer numeroreal a, a#2, lim f(x)= f(a);

X—da

. xlirr21+f(x)=f(2), com f(2)>0, e xlin;—f(X)z_OO;
- f()x f(3)<0.

Considere as proposi¢des seguintes.

I. O teorema de Bolzano-Cauchy permite afirmar que a fungdo f tem, pelo menos, um zero no
intervalo |1, 3[ .

Il. Areta de equagéo x =2 é assintota ao gréfico da fungéo 1 .

f

Justifiqgue que as proposigdes | e Il sao falsas.

Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposi¢des, uma razdo que justifique a sua falsidade.

A funco ndo é continua para x =2, porque lim f (x)=1im f (x). Portanto ndo é possivel recorrer ao
x—2"

X2

Teorema de Bolzano-Cauchy, uma vez que a funcdo nao é continua em [1,3]. Assim, apesar de

f(1)x f(3)<0, ndo é possivel garantir que a fungdo tem pelo menos um zero no intervalo |1,3[.
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II

. : . : ~ 1 -
Para que a reta de equagdo x =2 seja uma assintota vertical da fungao 7 € necessario que:

i f(l )=ioo ou lirnf(1 )=ioo
x—2" X x—2" X
1 1 1 1 1
Como lim . =—=0 e lim . = , f(2)>0,umntmero real
=3 f( ) lim f(x)  —o =2 f(x) Timf(x) £(2) )
x—2 x—2"

o 1 e
positivo, logo ———, néo € infinito.

£(2)

Como nenhum dos limites é infinito, a afirmacao € falsa.

9. Na Figura 3, estdo representadas, em referencial o.n. Oxy , a VA
circunferéncia de centroem O eraio 2 e uma regido sombreada
composta pelo trapézio [OBCD] , retanguloem C eem D, e C —~. B

pelo sector circular correspondente ao angulo orientado AOB ,

de amplitude @ , em radianos, com « € ]O, %[ , eraio OA .

a
-
Sabe-se que: D O A x
« oponto 4 pertence a circunferéncia e ao semieixo positivo Ox ;
« os pontos B e (C pertencem a circunferéncia, sendo C o
simétrico de B, em relagdo ao eixo Oy .
Mostre que a area da regido sombreada € dada, em fungdo de « , Figura 3

pela expressao

2a +3sen(2a)

A 4rea da regido sombreada é igual & soma da 4rea do setor circular com a area do trapézio [BCDO].

ax2’
sector 2
circular
B(2cosa, 2sena) ; C(-2cosa, 2sena) ; D(-2cosa,0)
Os pontos B e C sdo simétricos em relagao a Oy D tem a mesma abcissa de C ,
o trapézio é retangulo em C
CB+OD — |-2cosa-2cosal+|-2cosq| _4cosa+2cosa
A[ xCD = x2sena x2sena =
oBcp] ~ 2 2
6cosa

=" xZsena=6cosasena

Z

Portanto a 4rea da regido sombreada é:

Ao +A[OBCD]=2a+6cosasena=2a+8x25€nacosa=2a+35en(2a) c.q.m.
Clrcular sen2a=2sen a cos a
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% 10. Na Figura 4, esta representada uma caixa que vai ser puxada ao longo de um plano horizontal, com
recurso a uma haste rigida.

Nesta figura, o segmento de reta [4B] representa a
haste rigida, o ponto A4 representa o ponto em que n

a haste esta fixada a caixa, e o ponto B representa
o ponto em que vai ser exercida a forga que permite .

deslocar a caixa.

Seja @ a amplitude, em radianos, do angulo que a
Figura 4

forga faz com a horizontal (9 S [0, %D .

Admita que, para cada valor de £ , a intensidade minima da forga a aplicar no ponto B, para que se
inicie o movimento da caixa, é dada, em newton, por

_ 4095
(@)= S5sen § + 12 cos §

Existem dois valores distintos de £ aos quais corresponde a mesma intensidade minima da forga, em
newton, a aplicar no ponto B, para que se inicie 0 movimento da caixa.

Sabe-se que um desses valores & o dobro do outro.
Seja 6, o menor desses valores (6’1 S ]0, %D .

Determine, recorrendo a calculadora, o valor de (91 .

Apresente o resultado em radianos, arredondado as centésimas.
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equagdo que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcédo(des) visualizado(s) na calculadora e assinale
o(s) ponto(s) relevante(s), que Ihe permitem resolver a equagéo.

A equagdo que permite a resolucdo do problema é F (6)=F (20)

Recorrendo a calculadora

Expressies Grafico = Expressies Grafico
4095
FO)=o
5-sin(x)+12-cos(x)
= [0]0]
9(x)=f(2x)
400
P A
.1 0.2 0.3 0.4 8.5 .6 0.7
Tragar o grafico Exibir os valores

¥=0.26315941 f(x)=g(x)=317 7474

Com uma janela de visualizacao x e }0, %{ , temos que o valor de @ arredondado as centésimas € 0,26

radianos.

MATEMATICA F1 Exame de Matemética A — 12.° Ano | Pagina 13 | 15
N 4


http://www.matematicaparatodos.pt/

% 11. Na Figura 5, esta representado, no plano complexo, o tridngulo Im(z) A
[4BC] , cujos vértices pertencem a circunferéncia de raio 2

centrada na origem do referencial, sendo o ponto 4 pertencente
ao semieixo imaginario negativo. C B

Os pontos 4, B e C sao os afixos das raizes cubicas de um

certo numero complexo, w . 0 R ("‘)
e(z
Em qual das seguintes opgdes se apresenta w, escrito na forma
trigonométrica?
T 3
1— — A
(A) 2¢* (B) 2¢ *
i JEES Figura 5
(C) 8e 2 (D) 8e *

Como A pertence ao semieixo imaginario negativo e o raio da circunferéncia € 2, z, =-2i

2,0 =(-2i) =-8i° =8i=8e"*
OPCAO: C

12. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Em C , conjunto dos nimeros complexos, considere o niumero complexo z = % % .

[ |
Determine o nimero complexo w tal que o nimero complexo z X w tenha médulo 5v 2 e afixo
pertencente a bissetriz do terceiro quadrante.

Apresente w naforma a+bi, com a,beR .

4 2 4(1-1) 2 4-4 2 4-4 2 4-4 2 4i-4'+4

IV L (- S 1-f 7 (-0 12 i 2

=P =i

_4i—4(—1)+4_4i+4+4_4i+8xi_4i2+8i_—4+8i_

2 4i
21 21 2 i 2 -2

) < . . , o
Como o afixo de zxw pertence a bissetriz do terceiro quadrante, um argumento é o

Como o seu médulo é 5+/2 , temos que:

zxw:Sx/Ee%ﬁ =5ﬁ(cos(%j+isen[%n=5x/§(—£—gij:—5—5i

2
-5-51 -5-51 -5-51)(2+41
Portanto, zxw=-5-51cw= > 5l<:>w: > 5,l<:>w:( Z)( ,l)<:>
A 2 -4 (2—4i)(2+40)
-10-20i =101 - 207" -10+20-301 10 30.
w= > SW=—————— S W=——— S W="——1
4 -16i 20 20 20 2 2
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% 13. Para certos valores reais de b e de m, n&o nulos, a reta de equagdo y = mx + | é tangente ao grafico
da fungdo quadratica definida por f(x) = 2x2 +bx+5 num ponto cuja abcissa € positiva.

Determine a abcissa desse ponto.
Seja a a abcissa do ponto onde a reta tangente ao gréfico de fé a reta de equagdo y=mx+1
Entdo, f'(a)=m
f'(x)= (2)(2 +bx +5)' =4x+b, portanto f'(a)=4a+b
da+b=m

Como o ponto pertence a reta e ao grafico da funcao:

f(a)=2a"+ba+5 e f(a)=ma+1

2a° +ba+5=ma+1

m=4a+b  |-—---— [
) =X =2 ) =
2a° +ba+5=ma+1 |2a +ba+5=(4a+b)a+1 |2d°+ba+5=4a" +ba+1

Como a abcissa é positiva, a>0, concluimos que a=+2
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