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    EXAME FINAL NACIONAL DE MATEMÁTICA A  

Prova 635 | 1.ª Fase | Ensino Secundário | 2024 

12.º Ano de Escolaridade 

 

RESOLUÇÃO 

 

 

O contradomínio da função f é  1, 3−  

A função g é definida por ( ) ( )2 1g x f x= − +  

( )

( )
( )

Translação
Translação vertical
horizontal associada 
associada ao vetor
ao vetor 0,1

2,0

2   +   1

v
u

f x −   

   ' ' 1 1 1 ,  3 1 0 ,  4g fD D= + = − + + =  

OPÇÃO: C 
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Considere-se os seguintes acontecimentos: 

A: «Ser candidato a violinista» 

B: «Ser candidato português» 

 

Queremos saber: ( )|P B A  

 

Sabe-se que: 

• ( )
3

5
P A =  

• ( )
1

2
P B =  

• ( )
3

|
10

P A B =  

 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

3 3 3 3
| 1

10 10 10 10

3 1 3

10 2 20

P A B
P A B P A B P B P A B P B

P B

P A B P A B


=  =   =    =  − 

  =    =
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Recorrendo à tabela de dupla entrada: 

 A A   

B 
1

4
 

2 3 1

5 20 4
− =  

1

2
 

B  
3 1 7

5 4 20
− =  

3

20
 

1

2
 

 
3

5
 

2

5
 1 

 

  ( )
( )

( )

1
54Assim, |

3 12

5

P A B
P B A

P A


= = =  

 

 

 

Sabendo que os três contrabaixistas se dispõem numa única fila; havendo só duas filas, há duas formas 

de se escolher a fila.  

4

3A Corresponde às diferentes formas de distribuir os três contrabaixistas pelos 4 lugares da fila 

escolhida.  

Quanto aos restantes músicos, estes permutam-se pelos lugares ainda existentes, ou seja, 5!. Assim, a 

expressão correspondente ao número de maneiras diferentes de dispor os oito músicos, ficando os três 

contrabaixistas numa fila é: 

4

32 5!A   

OPÇÃO: B 

 

 

 

 

http://www.matematicaparatodos.pt/


      F1 Exame de Matemática A – 12.º Ano | Página 4 | 15 

 

Como em cada dia, com exceção do primeiro, a Constança praticou mais 10 minutos do que no anterior, 

significa que a razão da progressão aritmética é 10 ( 10r = ). 

Sabe-se que:  

• 4 60u =  

• 10r =  

• 2970mS =  

Vamos determinar o termo geral da progressão aritmética: 

( )4 10 4 60 10 40 10 20n n nu u n u n u n= +  −  = + −  = +  

( )

1

2

30 10 20 50 10
2970 2970 2970 2970

2 2 2

25 5 2970 0 5 25 2970 0 27 22

Como  , então 22

m
m

u u m m
S m m m

m m m m m m

m IN m

+ + + +
=   =   =   = 

 + − =  + − =  = −  =

 =
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A reta BC é perpendicular ao plano ABF, então ( )2, 3, 6v  é um vetor diretor do plano. 

O plano ABF é do tipo 2 3 6 0x y z d+ + + = , como A pertence ao plano 

( ) ( )2 2 3 4 6 3 0 22

:   2 3 6 22 0

d d

ABF x y z

 +  − +  − + =  =

+ + + =

 

OPÇÃO: A 

 

( ) ( ) ( )

( )

:  , , 3, 5,1 2, 3, 6  , 

Então qualquer ponto da reta é da forma 3 2 ,  5 3 ,  1 6

BC x y z k k IR

k k k

= + 

+ + +
 

Como B tem ordenada igual ao dobro da abcissa, temos  

( )5 3 2 3 2 5 3 6 4 1k k k k k+ = +  + = +  = −  

( ) ( ) ( )( ) ( )Assim, 3 2 1 ,  5 3 1 ,  1 6 1 1,2, 5B +  − +  − +  − = −  

( ) ( )Logo 4, 4 3   e  1,2, 5OA OB− − −  

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 22 2 2

1

4, 4, 3 1, 2, 5 4 8 15 11
cos

41 30 12304 4 3 1 2 5

11ˆPortanto,  cos 72º
1230

OA OB
OA OB

OA OB

AOB −

− −  − − −
= = = =

 + − + −  + + −

 
=  

 
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Número de casos possíveis: 4 4

2 2 36C C =  

Número de casos favoráveis: 4 4

2 2 4 32C C − =  

Então, aplicando a regra de Laplace 
32 8

36 9
P = =  

 

 

 

Mudança de
variáv

2

el

2

Domínio:  : 0

ln ln 2 0

Seja ln ,  então:

2 0

D x IR x IR

x x

y x

y y

+
=   =

− − 

=

− − 

 

2

C.A.

2 0 1 2y y y y− − =  = −  =
 

Assim,  

 
n

2 1 2

1 2 2

l

2 0 1 2 ln 1 ln 2 ln ln ln ln

1

y x

y y y y x x x e x e

x e x e x x e
e

−

−

=

− −    −     −       

       

 

 
2 2 21 1 1

,  ,  ,  x e D e IR e
e e e

+     
  =  =     
     
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Para estudar a monotonia da função g em  1, + , vamos estudar o sinal da 1.ª derivada. 

Derivada: 

( ) ( )
2

2 1 2 3 2'' 3 2 ln 2 3 2
x x

g x x x x x
x x

− −
= − − = − −  =  

Zeros: 

2
23 2 1

0 3 2 0 0 2 2
2 g

x x
x x x x x x D x

x

− −  
=  − − =    = −  =    = 

 
 

Quadro de sinais: 

 

x 1  2 +∞ 

2
3 2x x− −  n.d. − 0 + 

x n.d. + + + 

'g  n.d. − 0 + 

g n.d.  
( )

Min

2g
  

 

O mínimo da função é ( ) 2 2
2 2 3 2 2 ln 2 4 6 ln 2 2 ln 4g = −  − = − − = − −  

A função é decrescente em  1, 2−  , crescente em  2, +  e tem um mínimo igual a 2 ln 4− −  
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A função é contínua em ( ) ( ) ( )
1 1

1  se  lim lim 1
x x

x g x g x g
− +

→ →

= = =  

( )
( )

0

1 1
1 1

0

Limite not

1

1 1

1 1 1

1

e

1

áv l

11
l

Mu
m

dança de variável:

1

im lim li lim
1 1

1
lim lim lim lim

1 1

1
1

1

1 0

x k x k

x x
x x x x

x k x k

y y
x x x x

k k

x

xx
g x e

y

e
e

e

y

e

y
e e

e e

y

x

e

− − − −

− − − −

− −

− −
→ → → →

− −

→ → → →

− −

 
 
 

− −

− −− 
= − = − = 

− − 

= − − = − − =
− −

= − −

=

= −

−

→ →

−

  

 

( ) ( ) ( )2 2

1 1
lim lim 3 2 ln 1 3 2 ln1 1 3 2 1
x x

g x x x x g
+ +

→ →

= − − = − − = − = − =  

 

1 1 1 1 0
Logo,  1 2 1 1 1 0 1

k k k k
e e e e e k k

− − − −
− − = −  − = −  =  =  − =  =  
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I 

A percentagem de alunos com classificação inferior a 13 é 5 15 10 30%.  Então, 0, 3 30 6+ + =  =  

Opção: b) 

 

II, III e IV 

Classificações Frequência Relativa Frequência Absoluta 

8 5% 0, 05 20 1 =  

10 15% 0,15 20 3 =  

12 10% 0,10 20 2 =  

13 20% 0, 20 20 4 =  

14 25% 0, 25 20 5 =  

17 20% 4 

20 5% 1 

 

Recorrendo à calculadora gráfica: 

 

II Mediana = 13,5  c)→  

III Média = 13,6  b)→  

IV Desvio padrão  2,9  a) →  
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 \ 0
f

D IR=  

f  é o quociente de duas funções contínuas em IR , logo a função é continua no seu domínio. 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

Limite notável Limite notá

2 2

4 4 4 4
0 0 0 0 0

2
0

v l

0

e

0

1 cos 1 cos1 cos 1 cos sen
lim lim lim lim lim

1 cos 1 cos 1 cos

sen sen 1 1 1
lim lim lim 1 1

1 cos 0 1 cos 0 0

x x x x x

x x x

x xx x x
f x

x x x x x x x

x x

x x x x

− − − − −

− − −

→ → → → →

+ +
→ → →

− +− −
= = = = =

+ + +

=   =   =
+  +

( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x f x
+ −

→ →

= +

=

 

( )
0

Assim, lim
x

f x
→

= + , pelo que a única assíntota vertical ao gráfico de f é a reta 0x =  

 

 

I 

A função não é contínua para 2x = , porque ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
+ −

→ →

 . Portanto não é possível recorrer ao 

Teorema de Bolzano-Cauchy, uma vez que a função não é contínua em  1, 3 . Assim, apesar de 

( ) ( )1 3 0f f  , não é possível garantir que a função tem pelo menos um zero no intervalo  1, 3 . 
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II 

Para que a reta de equação 2x =  seja uma assíntota vertical da função 
1

f
 é necessário que: 

( ) ( )2 2

1 1
lim   ou  lim
x xf x f x− +
→ →

=  =   

Como 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
lim 0   e   lim  ,  2 0

lim lim 2x x

x x

f
f x f x f x f x f− +

− +

→ →

→ →

= = = = = 
−

, um número real 

positivo, logo 
( )
1

2f
, não é infinito. 

Como  nenhum dos limites é infinito, a afirmação é falsa. 

 

 

A área da região sombreada é igual à soma da área do setor circular com a área do trapézio [BCDO]. 

2

sector
circular

2
2 2

2
r A





= = =  

( ) ( ) ( )
Os pontos  e  são simétricos em relação a  tem a mesma abcissa de  , 

o trapézio é retângulo em 

2 cos  ,  2 sen    ;     2 cos  ,  2 sen     ;   2 cos  , 0

B C Oy D C
C

B C D    − −  

 

2 cos 2 cos 2 cos 4 cos 2 cos
2 sen 2 sen

2 2 2

6 cos

2

OBCD

CB OD
A CD

    
 



− − + −+ +
=  =  =  =

= 2 sen 6 cos sen  =

 

Portanto a área da região sombreada é: 

  ( )
sen 2 2 s s

setor
circular en co

2 6 cos sen 2 3 2 sen cos 2 3 sen 2   c.q.m.
OBCD

A A
  

       
=

+ = + = +  = +  
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A equação que permite a resolução do problema é ( ) ( )2F F =  

Recorrendo à calculadora  

   

Com uma janela de visualização 0,
4

x
 

 
 

, temos que o valor de  arredondado às centésimas é 0,26 

radianos. 
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Como A pertence ao semieixo imaginário negativo e o raio da circunferência é 2, 2
A

z i= −  

( )

3

33 3 22 8 8 8

A

i

A

z w

z i i i e


=

= − = − = =

 

OPÇÃO: C 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )

7 3

2

7 2

2

2

4 14 2 2 4 4 2 4 4 2 4 4 2 4 4 4

1 1 1 1 1 2 21

4 4 1 4 4 4 4 4 8 4 8 4 8
2 4

2 2 2 22

i i i

i i i i i i
z

i i i i i i i ii i

i i i i i i i
i

i i i i i

= =−

− − − − − +
= − = − = + = + = + = =

+ + − − − −−

− − + + + + + − +
= = =  = = = −

−

 

Como o afixo de z w pertence à bissetriz do terceiro quadrante, um argumento é 
5

4


. 

Como o seu módulo é 5 2 , temos que: 

5

4 5 5 2 2
5 2 5 2 cos sen 5 2 5 5

4 4 2 2

i

z w e i i i


       
 = = + = − − = − −             

 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

5 5 2 45 5 5 5
Portanto,  5 5

2 4 2 4 2 4

10 20 10 20 10 20 30 10 30 1 3

20 20 20 2 24 16

i ii i
z w i w w w

z i i i

i i i i
w w w i w i

i

− − +− − − −
 = − −  =  =  = 

− − +

− − − − − + −
 =  =  = −  = −

−
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Seja a a abcissa do ponto onde a reta tangente ao gráfico de f é a reta de equação 1y mx= +  

Então, ( )'f a m=  

( ) ( ) ( )2 '' 2 5 4 ,   portanto  ' 4

4

f x x bx x b f a a b

a b m

= + + = + = +

+ =

 

Como o ponto pertence à reta e ao gráfico da função: 

( ) ( )2

2

2 5   e   1

2 5 1

f a a ba f a ma

a ba ma

= + + = +

+ + = +

 

( )22 2 2

2 2 2 2

4

2 5 4 12 5 1 2 5 4 1

2 4 5 1 0 2 4 0 2 2

Como a abcissa é positiva, 0,  concluímo

m a b

a ba a b aa ba ma a ba a ba

a a ba ba a a a

a

− − − − − −= + − − − − − −   
    

+ + = + ++ + = + + + = + +  

− − −− − − − − − − − − − − − − − −      
      

− + − + − = − + = = =       

 s que 2a =
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