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    EXAME DE MATEMÁTICA A  

Ensino Secundário | 2022/2023 

12.º Ano de Escolaridade 

2.ª Fase 2023 

 

RESOLUÇÃO 

 

 

 
( )

1
lim 0          se   é par

1
lim

1
lim 0   se   é ímpar

n
n

n

n
n

n


=

− 
 

 
− =   

 

OPÇÃO: D 

 

  3 1 3
ABC

P =  =  

Seja D , E e F os pontos médios de cada um dos lados do triângulo [ABC] então cada um dos lados do 

triângulo [DEF]  mede 
1

2
, logo 

 

1 3
3

2 2DEF
P =  =  
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Ou, seja o perímetro de cada figura é 
1

2
do perímetro da figura anterior, pelo que np  é uma progressão 

geométrica de razão 
1

2
 

A soma dos perímetros é 

1
1

2
3

1
1

2

n
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 
−  
 

= 
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1 1 2
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n
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      
− −                  =  =  =  − =          −        

   

  
= − = −  = − =    +  

 

à medida que o número de triângulos aumenta o seu perímetro tende para 6 . 

1 1 1 1
0 0 1 1 6 1 6 ,  

2 2 2 2

n n n n

n IN
        

  −   −    −                    

, logo a soma de todos os perímetros 

é inferior a 6. 

 

 

Temos 6 posições para colocar o número os dois algarismos 5: 6

2 15C =  

Sobram 4 posições para colocar os restantes algarismos, como pode haver repetição: 8 4

4' 8 4096A = =  

Assim, 15 4096 61440 =  

OPÇÃO: B 
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Sabe-se que: 

( ) ( )   porque  e  são equiprováveisP A P B A B=  

( ) ( ) ( ) ( )0, 6 0, 4  logo  0, 4 0, 6P A P A P B P B=  = =  =  
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0, 3

P A B P A P B P A B P A B

P A B

 = + −   = + −  

  =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )0, 4 0, 3 0, 1

P A B P A P A B P A B P A P A B

P A B P A B

 = −    = −  

  = −   =

 

 ( )( )
( )( )

( )
( )

( )
0, 1 1

|
0, 4 4

P A B B P A B
P A B B

P B P B

  
 = = = =  
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Número de casos possíveis: 

Temos que escolher dois vértices de cada um dos n hexágonos, o terceiro vértice é o ponto V . 

Assim, 6 6 6 1

1 2 2

n n nC C C++ =   

 

Número de casos favoráveis: 

Escolher dois vértices de cada um dos n hexágonos, isto é 6

2C n  
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( )

( )

2
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0 ,

I

2 22 2

Cálculos Auxiliares:

1 1 8
2 0 2 1 2

2

1 5 5 5

2 2 02 7 7 5 7

5 2 3
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e b IR
b

b b

b b b bb b b

b

e e e e e e
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e e e ef a e e e

a a
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( ) ( ) ( )
0 0

2 0
0 2 0

sen 2 sen 2 sen 2
lim 2 lim 2 lim 2 1 2

2 2x
x

x x x

x x x

x x x→
→

→ → →
= = =  =  

OPÇÃO: D 
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Seja M o ponto médio de [AG] 

 

 ( ) ( )

( ) ( )
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2 2
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4 12 2 0 132, , 8, , 1
2 2 2 4

13 169 441
, 8 4 1 16 1

4 16 16
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d A M

x y z

 
+ + +  

=   
   

 
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OPÇÃO: A 
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 EL é paralela a FG 

 ( ) ( )
13

: , , 12, , 2 3, 4, 0  , 
2

FG x y z k k IR
 

= +  
 

 

 Assim, um ponto da reta é do tipo ( )
13

, , 12 3 , 4 , 2  ,  
2

x y z k k k IR
 

= + +  
 

 

 

( )

( )

3, 4, 0  é um vetor normal do plano 

: 3 4 0

4, 0, 0  pertence ao plano 

3 4 4 0 0 12

: 3 4 12 0

EFA

EFA x y d

A EFA

d d

EFA x y

+ + =

 +  + =  = −

+ − =

 

 O ponto F é ponto de interseção da reta FG e do plano EFA 

 ( )
13

3 12 3 4 4 12 0 36 9 26 16 12 0 2
2

k k k k k
 

+ + + − =  + + + − =  = − 
 

 

 Assim F ( ) ( ) ( )
13 3

, , 12 3 2 , 4 2 , 2 6, , 2
2 2

x y z
   

= + − + − = −   
   
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Seja G o ponto de [AO] , tal que [EG] é perpendicular à reta EB 

DC DO OC= +   e  DE DG GE= +  

( ) ( )

0 0

DO GE OC DG

DC DE DO OC DG GE DO DG DO GE OC DG OC GE

DO DG OC GE

⊥ ⊥

 = +  +   +  +  +  =

=  + + + 

 

Como: 

 

3

2
 , logo 

3 3 3

2

3 3

Assim,  , isto é,  

OA
EB OD

OA OA
EB GA OD GA OA

OA
OD DG GA OA DG OA OA DG

OD DG GA OD DG GA

= =

= + = + =

+ + =  + =  =

= = = =

 

 

2

2

3 3 9

4 4 16

OA OA OA
DO DG DO OG

OA OA OA
OC GE OC GE

 = −  = −  = −

 =  =  =

 

Portanto de 

2 2
2

2

7
7 7

9 16 144

144 144,   0

12

OA OA
DC DE DO DG OC GE OA

OA OA OA

OA

 =  +   − = − +  − = − 

 =  = 

 =
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(I) Falsa, porque a função é contínua em todo o seu domínio uma vez que é diferenciável, logo  

( ) ( ) ( )
0

lim 0 0  uma vez que 0 0
x

g x g g
−

−

→
=   . No gráfico (I) a função quando tende para valores 

à esquerda de 0 é positiva. 

(II) Falsa, porque como ( )  ' 0,  , 1g x x   − −  a função é decrescente no intervalo  , 1− −  e no 

gráfico de (II) a função é crescente em  , 1− −  

(III) Falsa, porque como a função é par se ( )
1

lim
x

g x
−→

= + então ( )
1

lim
x

g x
+

→−

= + e no gráfico de (III) 

( )
1

lim
x

g x
+

→−

= −  
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2

77 13 2
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2

1 2Logo   pertence ao 1.º Quadrante

i i
i

i i

i ii i i
i

z re z re z r e

z re re

z z r e re r e r e r e r e

z z

 


  

    


 
+ 

 

   
+ +   

   

 
=  =  = 

 

= =

 =  = = = =



 

OPÇÃO: A 

 

 

11 4 2 3 3i i i i += = = −  

3
11 22 2 2

i

i i e


= − =  

( ) ( )
22

1 3

1 3 1 3 2

3 2
tan 3,   3.ºQ

1 3

i

i


  

− −

− − = − + − =

−
= =   = −

−

 

2

31 3 2
i

i e

 
− 

 − − =  
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3 2 1311 2 2
2 3 6 6 6

2

3

2 2

1 3
2

i
i i i i i

i

i e e ei
e e e e

i
e

           



       
+ + + + + +       

       

 
− 

 


= = = = =

− −
 

Como ( ) ( ) 4Re Im
i

z z z re

 
− 

 = −  =  

 

4 6

1 1

5
2 ,   2 ,   

4 6 12

0, 2

5
0

12

5 19
1 2

12 12

i i
r r

re e
k k k k

k

k

k

 


 
    



 

   

   
− +   

   

= = 
 

=   
− = + +  = − +  





=  = −

=  = − + =

 

Logo 
19

12
 =  

 

 

 

( ) ( )

120

120

2 120

62, 5 2
f1:  

2
1 1

1200

62, 5
f2:  120

1 1
1200

p j p j

x

x

x

x

−

−

= +



 
− + 
 

+
 

− + 
 
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   TI-Nspire        NumWorks 

 

 

3,281x   

A taxa de juro inicial é 3,281 %  

 

 

Assíntota vertical  

0 0 0

ln 2 ln 2
lim lim lim 2

0x x x

x x x x

x x x+ + + +
→ → →

+ −
= + = + = −  

Portanto 0x =  é uma assíntota vertical 

 

Assíntota horizontal: 

ln 2 ln 2
lim lim lim 0 2 2
x x x

x x x x

x x x→+ →+ →+

−
= − = + =  

Logo, 2y =  é uma assíntota horizontal 
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( )
( ) ( )

( )

2 2 2 2

2

2

1
2 ln 2 2 ln 2ln 2 ' ln 2 ' 1 ln

'

1 ln
' 0 0 1 ln 0 0 ln 1 0 0

xx x x x x xx x x x x x xx xf x
x x x x

x
f x x x x x x e x

x

 
+ − − + − − +  − +  − 

= = = =

−
=  =  − =    =    =  

 

Elaborando um quadro de sinais da derivada: 

x 0  e +  

1 ln x−  n.d. + 0 – 

2x  n.d. + + + 

'f  n.d. + 0 – 

f n.d.  máximo  

 

f é crescente em  0, e  

f é decrescente em  ,e +  

( )
ln 2 1 2e e e

f e
e e

+ +
= =   é um máximo de f 
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 

  ( )

2

2 2

2 2
cos

cos

2 2 2
cos sen

2 sen

2 2 4 2 4 8
   c.q.m.

cos sen cos sen 2 cos sen sen 2

ABC

ABC

AC OB OA OB
A OA OB

OA
OA

OB
OB OB

A





 



      

  
= = = 

=  =

 
− =  =  = 

 


=  = = =
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Seja a a abcissa dos pontos P e Q 

Como P pertence ao gráfico de f  e  Q pertence ao gráfico de g 

( )( ) ( )( ), ,    e    , ,
k k

P a f a a Q a g a a
a a

   
= = −   
   

 

( ) ( )2 2

' '
'     e    '

k k k k
f x g x

x xx x

   
= = − = − =   
   

 

 

Como s é a reta tangente ao gráfico de f no ponto de abcissa a: 

2

2

2

:   

2
Como  ,  pertence à reta      

2
Portanto  :  

s

s s

k
s y x b

a

k k k k
P a s a b b

a a aa

k k
s y x

aa

= − +

 
= −  +  = 

 

= − +

 

 

Como r é a reta tangente ao gráfico de g no ponto de abcissa a: 

2

2

2

:   

2
Como  ,  pertence à reta      

2
Portanto  :  

r

r r

k
r y x b

a

k k k k
P a r a b b

a a aa

k k
r y x

aa

= +

 
− − =  +  = − 

 

= −

 

 

R é o ponto de interseção das retas s e r 

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 4 4
2

2

k k k k k k k k k k k a
x x x x x x x a

a a a a a k aa a a a a


− + = −  − − = − −  =  =  =


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A ordenada do ponto de interseção é 
2

2 2 2
2 0

k k k k
y a y y

a a aa
=  −  = −  =  

Portanto a altura do triângulo [PQR] é igual a 2a a a− =  

Logo a área do triângulo [PQR] 

 

( ) ( )
2

2

2 2 2 2 2PQR

k k k
a a

f a g a aPQ a kaa a a
A k

a

+  
− 

= = = = = =  
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