EXAME DE MATEMATICA A

Ensino Secundario | 2022/2023
MATEMATICA

12.° Ano de Escolaridade

2.2 Fase 2023

RESOLUCAO

% 1. Seja (u,) uma sucessao tal que limu, =0 .

Qual das expressoes seguintes pode ser termo geral de () ?

2)” n?+1 4n+3 (=1
1-= —
@ (1-2 ®) —1= (© 41+3 © =
.1 .
Ly lim= =0 se n é par
_ n
lim u =
n . 1 ,
hm(——j =0 se néimpar
n
OPCAO: D
2. Considere um triangulo equilatero, [4ABC]|, com AB =1. C

Unindo os pontos médios dos lados desse tridngulo, obtém-se um
segundo tridngulo; unindo os pontos médios dos lados do segundo
tridngulo, obtém-se um terceiro tridngulo. Continuando a proceder

deste modo, obtém-se uma sequéncia de n tridngulos, sendo
n>4.

Na Figura 1, representam-se os primeiros quatro tridngulos da
sequéncia. A\ /

Mostre que a soma dos perimetros dos » tridngulos da sequéncia 4 B

& menor do que 6 unidades, qualquer que seja o valorde 7 . Figura 1

P

[ABC]

=3x1=3

Seja D, E e F os pontos médios de cada um dos lados do triangulo [ABC] entao cada um dos lados do

A 1 1 3
tridngulo [DEF] mede E,logo P[ peF] = 3 x 55
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3

w_2_1

y 3 2
3

Y4 _1

u2_§_2
2

: . : 1 . : . , -
Ou, seja o perimetro de cada figura é 5 do perimetro da figura anterior, pelo que p, é uma progressao
Yo L1
geométrica de razéo 5

A soma dos perimetros é S, = 3 x

11
2
-[3) -[3) iy
limS, = lim| 3x —22 | = lim| 3x —22_ | = lim| 6 x 1_(_j _
1oL 1 2
2 2

:hm[6_6(1j}6_6xiz6_oz6
2 400

a medida que o nimero de tridngulos aumenta o seu perimetro tende para 6 .

(%j >O<:>—(%j <O<:>1—(%j <1<:>6x£1—(%) J<6, VneIN ,logo a soma de todos os perimetros

é inferior a 6.

% 3. Considere todos os numeros naturais de seis algarismos que é possivel formar com os algarismos de
la?9.

Destes numeros, quantos tém exatamente dois cincos?
(A) 98 415 (B) 61 440 (C) 36 015 (D) 25200
Temos 6 posicdes para colocar o ntimero os dois algarismos 5: °C, = 15

Sobram 4 posigdes para colocar os restantes algarismos, como pode haver repeti¢io: *A', = 8* = 4096
Assim, 15 x 4096 = 61440

OPCAO: B
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4. Seja E, conjunto finito, o espago amostral associado a uma experiéncia aleatoria, e sejam 4 e B dois
acontecimentos (ACE e BCE).

Sabe-se que:
A e B s&o acontecimentos equiprovaveis;
« P(4)=0,6;
« P(4UB)=0,7.

Determine o valorde P((AUB)|B) .

Apresente o resultado na forma de fracao irredutivel.

Sabe-se que:

P(A) = P(B) porqueA e Bsio equiprovaveis

P(A)=06= P(A)=0,4logo P(B)=04= P(B)=06

_ P((AVB)nB) P(AnB)UP(BNB) P(AnB)UD
P((AuB)|B)= 7 5) - > (5) - 5 (5) -
P(A N B)
- P(B)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) = 07=04+06-P(AnB)<
<:>P(Am]_3)=0,3

P(AnB)=P(A)-P(AnB)< P(AnB)=P(A)-P(ANB) <
< P(AnB)=0,4-0,3< P(AnB)=0,1
P((AUI_S)(WB) P(A(‘\B) 0,1 1

P((Au§)|3): 7 5) - =55 "04" 3
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% 5. Uma certa composi¢do geométrica é formada por n hexagonos regulares inscritos em circunferéncias
concéntricas, contidas num mesmo plano, de centro no ponto V', sendo n>3.

A Figura 2 € um esquema de parte dessa composicao, e nela estao representados trés dos n hexagonos
que formam a composigao.

Figura 2

Considere o conjunto de pontos formado pelo ponto 7 e pelos vértices de todos os hexagonos da
composigao.

Sabe-se que, selecionando, ao acaso, dois pontos desse conjunto, a probabilidade de estes serem vértices

do mesmo hexagono é igual a S

49 -

Determine o valor de n .

Numero de casos possiveis:

Temos que escolher dois vértices de cada um dos n hexagonos, o terceiro vértice é o ponto V.

Assim, °'C, + °"C, = °"'C,

Numero de casos favoraveis:

Escolher dois vértices de cada um dos n hex4gonos, isto é °C, x n

6C2><n_i<:> 15n _5 . 15n _5 4 30n _5
ic, 49 (6n+1) 49 (én+1)! 49 7 (6n+1)6n! 49
2x(6n+1-2)! 2x(6n—-1)! (6n-1)!
= 30 =£<:>L=i<:> > =£<:>6n+1=49<:>
(6n+1)6nM 49 " 6n(6n+1) 49 " 6n+1 49
!

6 !

S bn=48 < n=2_8
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bx

6. Seja f uma funcgdo, de dominio R , definida por f(x)=a+e™, emque a e b sdo ndmeros reais.

Sabendo que o gréafico da fungdo f contém os pontos de coordenadas (1,5) e (2,7), determine os
valoresde a ede b.

f(1)=5 a+e =5 a=5-¢ [([-—====  [-=====

=S =N = =N =S
f(2)=7 a+et =7 5-e"+e* =7 e —e’ =2 e’ —e"-2=0

a=5-2 a=3
=N =N
e’ =2 b=1In?2

% 7. Qual é ovalorde lin}) M ?
x4>
(A) 0 ®) + © 1 (0) 2
2 2 2
lim S o So(2Y) s ()
x—0 X x—0 2X )é;)_())o 2x—>0 2X
OPCAO: D
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8. NaFigura 3, esta representado, em referencial

o.n. Oxyz , 0 prisma hexagonal reto
[ABCDEFGHIJKL], debases [ABCDEF]
e [GHIJKL].
Sabe-se que:

« as coordenadas dos vértices 4 e G do
prisma sdo, respetivamente, (4,0,0) e

122):

« areta EL é definida pela equagao vetorial
(x,3,2)=(-2,-8,4)+k(3,4,0), keR . Figura 3

% 8.1. Qual das seguintes equagdes define a superficie esférica de diametro [4G] ?

2, (133 2_ 441
) (x-8)+(y=12) +(z-1)? =441

2
®) (x-8)*+(y-12) +(z-1)? =441

(C) (x—4)2+y2+22:%

(D) (x—4)2+y2+22=—

Seja M o ponto médio de [AG]

2
d(A,M)z\/(8—4)2+(Ej +12=\/16+@+1: 441
4 16 16

OPCAO: A

MATEMATICA F1 Exame de Matemética A — 12.° Ano | P4gina 6 | 16
N 4


http://www.matematicaparatodos.pt/

% 8.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine as coordenadas do vértice I do prisma.

EL éparalela a FG

FG:(xy,z) = [12,1?3,2)+k(3,4,0) ,k € IR

Assim, um ponto da reta é do tipo (x,y,z) = (12 + Sk,l?B + 4k,2j , k e IR

(3,4,0) é um vetor normal do plano EFA

EFA :3x+4y+d =0

A(4,0,0) pertence ao plano EFA
3x4+4x0+d=0<d=-12

EFA :3x+4y-12=0

O ponto F € ponto de interse¢ao da reta FG e do plano EFA

3(12+3k)+4(%+4kj—12=0<:>36+9k+26+16k—12=0<:>k=—2

Assim F (x,y,z) = (12 +3(—2),%+4(—2),2j = (6,—%,2}
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. Na Figura 4, esta representado, em referencial o.n. Oxy, oretangulo [OABC] .
Sabe-se que:

« oponto A pertence ao semieixo positivo Ox ; Y

» oponto C pertence ao semieixo positivo Oy ;

» oponto D pertence ao segmento de reta [0A]:

« oponto E pertence ao segmento de reta [CB] ; 0

o D
«FR_0p =04 .
EB =0D = 37 Figura 4
. O0C-04 .
oC = 7
« DC -DE =-17.

Determine OA .

Seja G o ponto de [AO], tal que [EG] é perpendicular a reta EB

DC = DO + OC e DE = DG + GE

DC - DE — (DO + OC) - (DG + GE ) < DO - DG + DO - GE + 0C - DG + OC - GE -

DO 1GE 0C1DG

=DO-DG+0+0+0C-GE
Como:
EB-0D -4

3
EB = GA logo 0D + Ga = 24 . 94 _ 254

3 3 3
2 — OA

OD + DG + GA = OA<:>DG+§OA OA < DG = ?

Assim, OD = DG = GA , 1sto é,

[05] = |pG] = |o4]

6.6 = -|50][od] - - . & - O
3 3 9
oc OA OA OA
0C - GE = [oc|[x |6E| = = x == = 5
DC -DE = DO - DG + OC - GE < 7__0%+%©‘7:‘ﬁ@2©

Portanto de < O_A2 =144 < OA = V144, OA > 0

o OA =12
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% 10. Seja g uma fungao par, diferenciavel, de dominio R\ {—1,1} , tal que:

e lim g(x)=+oc;

x—1-
« 2(0)<0;
¢ g'(x)<0, Vx€&EJ-oo,—1].

Em cada um dos referenciais o.n. Oxy seguintes, |, Il e lll, estdo representadas parte do grafico de uma
fungao e a assintota a esse grafico, de equagdo x=-1.

(U] () ()

| 7 |y Ly
1 I 1
: : :
1 I 1
| ! :
! . .
| : \
: | \
I : X
-1 O x -I'\ o x -1 0 x
| N\ :
! 1 1
1 1 1
1 1 1
I 1 1
I 1 1
1 1 1
I 1 1
Justifiqgue que em nenhum dos referenciais, I, Il e lll, pode estar representada parte do grafico da

fungdo g em |-oo, O[ \ {-1}.

Na sua resposta, apresente, para cada um dos referenciais, uma razéo que justifigue a impossibilidade

de nele estar representada parte do gréafico da fungdo g em |-o0, 0]\ {-1}.

(I)  Falsa, porque a func¢ao é continua em todo o seu dominio uma vez que é diferenciavel, logo
limg(x)=g (O‘ ) <0 uma vez que g(0)<0.No grafico (I) a fungio quando tende para valores
x—>0"

a esquerda de O é positiva.

(II) Falsa, porque como g'(x)<0, Vx e ]-o,—1[ afuncéo é decrescente no intervalo |-, —1[ e no
grafico de (II) a funcao é crescente em |—oo,—1|

(ITII) Falsa, porque como a funcao é par se lim g (x) =+ooentdo lim g (x) =+o00 e no grafico de (IIT)

x>l x—>-1

lim g(x)=-o

v
x—-1
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% 11. Na Figura 5, esta representado, no plano complexo, um
triangulo equilatero, [ABC] , inscrito numa circunferéncia
de centro na origem do referencial, O .

O ponto A pertence ao semieixo imaginario positivo.

Os pontos 4 e B s&o os afixos dos numeros complexos
z, e z,, respetivamente .

A qual dos quadrantes do plano complexo pertence o afixo
do nimero complexo zl2 Xz, ?

(A) Ao primeiro. (B) Ao segundo.

(C) Ao terceiro. (D) Ao quarto.

2
iZ i :
zy=re? &z’ =|re? | oz’ =r%"
; 7z+27r] T

7
=re ©

5 95 i 1'7l 3 i(zz+%j 3 ZIB’J 3 1(27r+g) 3
z,°xz,=re"xre ® =r’e =r'e © =r’e =r’e

Logo z,°xz, pertence ao 1.° Quadrante

OPCAO: A

12. Considere, em C , conjunto dos numeros complexos, o numero z =

Sabe-se que:
« Re(z)=—Im(2);
« 0 afixo de z pertence ao 4.° quadrante.

Determine, sem recorrer a calculadora, o valor de « .

3z

21l = _2j=2¢ 2
~1-/3i

‘—1—J§z“=1/(—1)z+(—ﬁ)z _2

tan0=—13=J§, 9e3.0Q:>0=_%”

[ 2z
~1-/3i= 2 %)

Im(z)

Re(z)

B\/ ’ \/C
N

Figura 5

2i11€ia/

—1-v3i

, com a€[0,27] .

& MATEMATICA
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.3
Zz-lleia 2615” xel? i(gn+§7r+aj ei(ziﬁaj ei(2n+%+aj ez’[%wz]

SN

Como Re(z)=-Im(z)=z zrei[l]

(2] f(za) [r=1 r=1
rer Y=e'® ‘= <

_£=£+a+2k7z, keZ a=—£ﬂ+2kﬂ, keZ

4 6 12
ke[O,Zﬂ[
k:0:>a:—£7r
12

k=1:>a=—£7r+27r=£ﬂ

12 12

Logo C{:l—gﬂ'
12

13. Para fazer obras de remodelagéo das instalagdes, uma pequena empresa pretende pedir um empréstimo
a um banco, a pagar em prestagdes mensais iguais.

De acordo com a proposta do banco, o valor da prestagdo mensal a pagar, p, em euros, € dado, em
fungdo da taxa de juro anual aplicada, j, em percentagem, pela expresséo

p(j)= 625 com j >0

j —-120 "’
1_@+1mm)

Sabe-se que, no caso de a taxa de juro anual inicial duplicar, a prestagdo mensal aumentard 120 euros.
Determine, utilizando a calculadora grafica, a taxa de juro anual inicial.
Apresente o resultado em percentagem, arredondado as milésimas.

Na sua resposta:
— apresente uma equagdo que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(bes) visualizado(s) na calculadora e assinale
o(s) ponto(s) relevante(s), que Ihe permitem resolver a equagao.

p(27)=p(j)+120

.o 625x2x
2x
1-| 1+-2%
1200
f2: 025X 1120
1|1+
( 1200

& MATEMATICA
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TI-Nspire

11400 y

(3.2809,854)
62.5 x

x=3,281

A taxa de juroinicial é 3,281 %

NumWorks

Expressies

Lza0]
-‘E-'I:l[l‘.
—
408
2 4 & ] 1
x=3 . 280921 fx)=g(x)=A53 9716

14. Considere a fungao /', de dominio ]0,+ oo[ , definida por

_Inx+2x
f(x)——x

Resolva os itens 14.1. e 14.2. sem recorrer a calculadora.

% 14.1. O grafico da fungéo f admite uma assintota vertical e uma assintota horizontal.

Determine uma equacao de cada uma dessas assintotas.

Assintota vertical

Inx+2x ,. Inx ,. 2x
Ilm ————=lim ——+1lim —
x—0" X x—=0" X x—0" X

—0o0

O+

Portanto x =0 é uma assintota vertical

+2=-00

Assintota horizontal:
lim 1nx——2x: lim 1n—X—lim 2—X:OJrZ:Z
X—>+0 X X+ X X—>+0 X

Logo, y =2 é uma assintota horizontal

& MATEMATICA
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14.2. Estude a fungdo [ quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos e determine

esses extremos, caso existam.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia da fungéo f.

1 X
B (Inx+2x) % —(In x+2x )x x' (x+2jx—lnx—2x Z4+2x-lnx-2x

Fix)= x° B x° == x° ZI_iznx
f'(x)=0& 1_;1)( =0e1l-lnx=0Ax*#20=Inx=1Arx£0x=earx =0
Elaborando um quadro de sinais da derivada:

b 0 e +00

1-Inx n.d. 0 -

x° n.d. + "

I n.d. 0 _

f n.d. mAaximo Ny

fécrescente em 0, e]

fé decrescente em [e, +oo]

f(e):lne+26 _ 1+2e

é um maximo de f
e e
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% 15. Na Figura 6, estdo representados, em referencial
o.n. Oxy, uma semicircunferéncia de raio 2, e centro
na origem do referencial, e o triangulo isésceles [ABC] .

Sabe-se que:
» 0 vértice A pertence ao semieixo positivo Ox ;
* o vértice B pertence ao semieixo positivo Oy ;

» o vértice (' pertence ao semieixo negativo Ox ;

« AB =BC :

« 0 lado [4B] é tangente & semicircunferéncia no
ponto T';

A Figura 6
AOT =a, a € ]0, %[ . ot

8

Prove que a area do triangulo [ABC] é dada, em fungdo de @, por —>— .
sen (2a)

B ACxOB B 2x0AxOB — DAxOB

A[ABC] = 5 5 OAxOB
cosazéaO_Az 2
OA cosa
cos(z_ajzi@senazi@o?: 2
9 OB OB sen«
2 2 4 2x4 8
14[ABC]= x — = Cqm

cosa sena cosasena 2cosasena sen(2a)
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% 16. Considere as fungdes f e g, de dominio |0, + oo , definidas por f(x):% e por g(x):—%,

com k>0.
Considere ainda:

« dois pontos P e Q , com a mesma abcissa, pertencentes, respetivamente, ao grafico da fungio f
e ao gréafico da fungdo g ;

 areta s, tangente ao grafico da fungao f no ponto P ;
 areta ¢, tangente ao grafico da fungdo g no ponto QO ;
= oponto R, ponto de intersecgdo dasretas s e f.

Mostre que, qualquer que seja a abcissa dos pontos P e (), a area do triangulo [PQR] éiguala k.

Seja a a abcissa dos pontos P e Q

Como P pertence ao grafico de f e Q pertence ao grafico de g

Plaf(a)-(af) ¢ Q(agla)=(a-%]

Como s ¢ a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a:

S: y=—£2x+bS
a

Como P(a,k) pertence a reta s E=—£2><a+bs < b, =%
a a a a

Portanto s: y=——2x+%

a

Como r é a reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa a:
ri y=—x+b,
a

Como P(a,—kj pertence a reta r —kzﬁxa+b &b =——
a

Portanto r: y :ﬁzx—%
a

a

R é o ponto de intersecao das retas se r

k 2k 2k k k 2k 2k 2k 4k e 4kxa’®

k
-G Xt —E S XS 5 X X = =

2 - 2 2T T T T T T Ty AT T

& x=2a
a a a a a a a a a a 2k xa
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A ordenada do ponto de intersecdo é y =£2x2a—% Sy =%—%c> y=0
a a a a

Portanto a altura do triangulo [PQR] é igual a 2a—a=a

Logo a area do triangulo [PQR]

— E+E xa 2k a
_PQxa_|f(a)—g(a)|><a_ a al _|a _2ka_k
Aror = 2 2 2 2 2a
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