EXAME DE MATEMATICA A

Ensino Secundario | 2022/2023
MATEMATICA 12.° Ano de Escolaridade

12 Fase 2023

RESOLUCAO

2n
4 1. Qual é o limite da sucessao de termo geral (1 + ;) ?

(A) 1 (B) 2e (C) &2 (D) +oo
2n n 2
hm(1+lj :limHIJrlj ] = ¢
n n
OPCAO: C
2. A Figura 1 representa uma linha poligonal simples que comecgou a ser

construida a partir do segmento de reta [4B]. O segundo segmento

de reta, com uma das extremidades em B, foi construido com mais
2 cm do que o primeiro, o terceiro segmento foi construido com mais A
2 cm do que o segundo, e assim sucessivamente, tendo cada segmento
de reta sempre mais 2 cm do que o anterior. ‘
Continuando a construgdo da linha poligonal, do modo acima descrito, B
até ao 100.° segmento de reta, obtém-se uma linha poligonal com o

comprimento total de 104 metros.

Determine o comprimento do segmento de reta [AB] .

Apresente o valor pedido em centimetros. Figura 1

Seja u; = AB , sabe-se que 104 metros corresponde a 10400 cm

Temos que arazdo éiguala 2, porque u,,, =u +2 < u,,, —u, =2

Assim, como u;) = 1 + (100 = 11) x 2 < ) = 1 + 198, 5,,,=10400 e S, = w x 100
Entao,

U, + U, 10400

x 100 = 10400 < (u1 +u + 198) x 50 = 10400 < 2y, +198 = 0

©2u +198 =208 < 2, =10 & u, =5
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< 3. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Seja f uma fung&o diferenciavel, de dominio R, cuja derivada, f’, é dada por

f'(x):—2xel_x2

Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto & existéncia de pontos
de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de / tem concavidade voltada para baixo;

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de / tem concavidade voltada para cima;

— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de ', caso este(s) exista(m).

f"(x) = (—ZXQI*XZ) _ _Zel—xz _ 2X(—2X)€17Xz _ —2617’(2 + 4X261*X2 _

= (4ex2 - Qe)eﬂ'2

f"(x)=0< (4€X2 —2e)e”(2 =0 e’ =0viex’ -2 =0

Impossivel

\F V2 V2
@x:igcx:——vx:—

@26(2X2—1)=O©x2 -
2 2

N |~

Recorrendo ao quadro de sinais:

& &
—0 -— — +00
2 2
e + + + + +
dex® — 2e + 0 - 0 +
f " + 0 - 0 + 5.91
S ) P.I N P1I U
f tem a concavidade voltada para cima em |—oo, — g:l e {g , +0{

. . 2
f tem a concavidade voltada para baixo em {— -

Sk
| I |

NG
2 %

As abcissas dos pontos de inflexdo sdo: — 5
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Considere a fungdo g, de dominio R, definida por

% se x <1
e" —
g(x)=

7x3*1-3 se x=1

Resolva os itens 4.1. e 4.2. sem recorrer a calculadora.

+4.1. Averigue se afungdo g ¢ continuaem x=1.

Afuncdo g é continuaem x =1 se lim g(x) = lim g(x)

x—1" x—1"

=g(1)

- 4(x -1
lim 4)761 4:hm¥ - lim 4y _ 4 :i:“_
ol @ — D - -0 ¥ — 1 . e — 1
;(jl = 1550 hm
y—0 y
1im(7x3x'1 3) =7x3"1'-3=4
x—1"
g(l) =7x3"1-3=4

Como )1(131 g(x) = )I(Lr? g(x)

4.2.

log, (7 x 37 — 3) = x + log, 2

g(1),afuncio é continuaem x =1

Resolva, no intervalo [1, + o[, a equaggo log,(g(x))=x+log,2 .

D = {x elIR:7x31-3>0Axc¢€ [1,+oo[} = }log3§+l,+oo[ﬁ[l,+oo[ = [1, +o[

C.A.

7x37-3=0« 3"

3
- x=log, —+1
S 7 "7

log, (7 x 37— 3) = x + log, 2 < log, (7 x 37— 3)

<:>1og3(7x3x’1—3):1og3(2x3x)©7><3"’1—3:

7

& 7x3Px3-2x3" =3<:>3X(§—2

)=3<:>3X><%=3<:>3X=32<:>x

log, 3" +log, 2 &
2x 3 <
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5. Um grupo de jovens inscreveu-se num campo de férias que oferece as modalidades de surf e de skate.

+ 5.1. Dez dos jovens do grupo vao deslocar-se em fila, pela praia, para uma aula de surf.
A Ana, o Diogo e o Francisco s&o trés desses jovens.

De quantas formas diferentes se podem dispor os jovens na fila, ficando a Ana, o Diogo e o Francisco
juntos?

(A) 483 840 (B) 241 920 (C) 60 480 (D) 30 240

Como os 3 amigos tém que ficar juntos e existem dez lugares disponiveis, temos 10 —3 +1 = 8
posi¢des onde podem ficar os trés amigos juntos.

Como eles podem trocar de posigao, os trés amigos podem ficar dispostos de 8 x 3!

Os restantes 7 podem dispor-se nos restantes 7 lugares na fila de 7! formas diferentes.

Logo, os jovens podem dispor-se de 8 x 3!x7! = 241 920 formas diferentes

5.2. No ato da inscrigéo, todos os jovens do grupo responderam a um questionario sobre a pratica das
modalidades de surf e de skate.

De acordo com as respostas ao questionario:
* 65% praticavam surf;
» 20% praticavam skate e ndo praticavam surf;

» quatro em cada cinco dos que praticavam surf também praticavam skate.

Selecionou-se, ao acaso, um jovem que, no questionario, tinha respondido que nao praticava skate.
Determine a probabilidade de esse jovem, no questionario, também ter respondido que praticava surf.
Apresente o resultado na forma de fragéo irredutivel.

Considere-se:
A: «Pratica Surf»
B: «Pratica Skate»

Sabe-se que:

P(A)=0,65
P(ZmB) -0,2

P(B|A)=% =08

Queremos saber que P (A | E)
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A A
B 0,52 0,20 0,72
B 0,13 0,15 0,28
0,65 0,35 1
P(Bn A) P(A N B)
P(BlA)=—"—"—208=———"oP(ANnB)=0,65x0,8 =
P(A) 0,65

< P(AnB)=0,52

P(Aﬁé) _ 013 13
p(B) 028 28

Assim, P(A | 1_3) =

4 5.3. Considere que, no grupo, ha 70 jovens com 13 ou 14 anos de idade, sendo o nimero de jovens com
14 anos maior do que o numero de jovens com 13 anos.

Para realizar uma determinada tarefa, vao ser selecionados, aleatoriamente, dois desses jovens.

16

Sabe-se que a probabilidade de selecionar dois desses jovens com idades distintas é 35 -

Determine o nimero de jovens com 13 anos que ha no grupo.

Considere-se n o niumero de jovens com 13 anos e 70 — n o numero de jovens com 14 anos.
Como temos de escolher dois jovens, dos setenta, o nimero de casos possiveis é "°C,

O ntimero de casos favoraveis n (70 — n) representa a escolha de um jovem de 13 anos e de um jovem

de 14 anos.
Assim:
n(70—n) 16 70n — n® 16 5 16 x 2415
—— e ——=—o N +/h=—
C, 35 2415 35 35
~70 + /70 —4(-1)(-1104
J70 -4 (1104)

o - +70n-1104 =0 < n = 5

&S n=24vn=46
Logo como o nimero de jovens com 13 anos ¢ inferior ao niimero de jovens com 14 anos, existem 24

jovens com 13 anos.

MATEMATICA F1 Exame de Matemética A —12.° Ano | Pagina 5| 14
N 4


http://www.matematicaparatodos.pt/

6. Na Figura 2, esta representado, em referencial o.n. Oxyz ,
o prisma triangular reto [OABCDE] , de bases [ABC]
e [OED] .

Sabe-se que:

e« as bases do prisma estdo inscritas em
semicircunferéncias, respetivamente, de diametros

[4B] e [OE];

»0s vértices A e FE do prisma pertencem,
respetivamente, aos semieixos positivos Ox e Oy ; Figura 2

« OF =12,5;
« areta AC & definida pela equagéo vetorial (x, y,z)=(10,0,0)+4(0,4,3), k€R .

4 6.1. Qual das seguintes equagdes vetoriais define a reta OD ?

(A) (x.7.2)=(0.6,8)+£(0,2.3), kR

B) (x,y,2)=(0,—4,-3) + k(o, 2, %)  keR

©) (x,y,z)=(0,-4,-3)+4k(0,3,-4), keR

(D) (x,y,2)=(0,6,8)+k(0,3,-4), keR
Areta OD é paralela a reta AC, entdo o vetor diretor de AC pode ser o mesmo da reta OD
Os vetores diretores das retas de (A) e (B) sdo os Uinico que tém a mesma diregao de AC

Como o ponto O (O, 0, O) pertence a reta OD temos:

(A) (0,0,0) = (O,6,8)+k(0,2,%j, k € IR
0=0 0=0
0=6+2k < :-3=k , logonao pode ser esta reta
0=8+2k |-0_g
2 3

(B) (0,0,0)=(0,-4,-3)+ k(o,z,gj, k e IR

0=0 0=0
0=-4+2k < {2 =k ,logooponto O pertence a reta e tem a mesma dire¢ao de AB

2 =k

O:—3+§k
2

OPCAO: B
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< 6.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Determine as coordenadas do ponto C'.
A(10,0,0) pertence a reta AC
OE = AB = 12,5 portanto B(10;12,5;0)

De AC : (x,y,2z) =(10,0,0) + k(0,4,3), k e IR

sabemos, que qualquer ponto da reta é do tipo (x,y, z,) = (10,4k,3k), k € IR

O ponto C pertence a superficie esférica de centro no ponto médio de [AB], seja M esse ponto.

u 10+10’O+12,5,0+O _ 10,12’5,0 102_5 0
2 2 2 2 4

A superficie esférica é:

(x - 10)2 + (y —%)Z +z° = (%)2

Como C pertence a circunferéncia

(10 - 10 [4k_§j 4 (3K = [245)2

<:>16k2—5Ok+£74{+9k2 %@251@—5%—0@

<:>k—2k—0<:>k —0<:>k—0vk—2

Se k=0

(x,y,z) = (10,0,0) este é o ponto A, que também pertence a superficie esférica
Se k =2

(x,y,2) =(10,4x2,3x2) =(10,8,6)

Portanto C (10,8,6)
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7. Na Figura 3, estéo representados, em referencial o.n. Oxy ,
uma circunferéncia de centro na origem e os pontos 4, P e
Q, que pertencem a circunferéncia.

Sabe-se que:
« oponto 4 tem coordenadas (2,0) ;

* 0 angulo orientado A0Q tem amplitude @ € ]ﬁ, —[ ;

» os pontos P e (J tém a mesma abcissa;

« OP-00 =3 .

Determine o valorde cos(2a) .

Como A(2,0) oraio da circunferéncia é igual a 2 Figura 3

Temos que:
Q(2cosa,2sena)
O ponto P tem a mesma abcissa de Q logo x,=x, € y, = -y,

P(2cosa,-2sena)

OP = (2cosa.2sena) e 00 = (2cosa,—2sen a )
ﬁ@ =3 <

< (2cosa.2sena)-(2cosa,-2sena) = 3 <

& 4cos’a—4sen’a = 3 <

& 4(cosZa—sen2a) =3

< 4cos(2a) =3 <

< cos(2a) =

AW
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4+ 8. Uma empresa esta a desenvolver um programa de testes para melhorar a propulsdo de foguetes.
Os foguetes utilizados partem do solo e seguem uma trajetéria vertical.

Em relagédo a um dos modelos de foguete utilizados, admita que, apds o langcamento e até se esgotar o
combustivel, a sua distancia ao solo, a, em metros, é dada, a cada instante ¢/, em segundos, por

a(t) = 100[t +10-nn(1- ﬁ)] _4972, com t€[0,8]

Determine, utilizando a calculadora gréfica, o instante a partir do qual, durante 3 segundos, esse foguete
percorre 25 metros.

Apresente o resultado em segundos, arredondado as décimas.
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

4 sua resposta:
— apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

— represente, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na calculadora e assinale
o(s) ponto(s) relevante(s), que Ihe permitem resolver a equacao.

Como a trajetéria do foguete é vertical entdo durante 3 segundos o foguete percorre:
a(t+3)—a(t)
O instante a partir do qual o foguete percorre 25 metros é dado pela equagao:

a(t+3)-a(t)=25<

100[t+3+(10—(t+3))1n(1— t1+()3’ﬂ—4,9(t+3)2 —100{t+(10—t)ln(l—%ﬂ+4,9t2 =25 &

o 1oo[t+3+(7—t)1n(1—”3H—4,9(t+3)2 —100{t+(10—t)1n(1—%ﬂ+4,97.‘2 =25

10 £2
f1
¥y [ 1) | Rascunho crau [I] X
T Ay /
— ltexto
(1.76,25)
£2(x)=25
-1 2
£1(<)=100- [x+3+(7=2)- In| 1-2= | |- 4.9+ (x+3) 2-
10
4 fo.z ;:

Por observacao do grafico o instante € 1,8 s
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9. Sejam f e g fungbes duas vezes diferenciaveis, de dominios R e 10, + oo , respetivamente, e seja r
aretade equagdo y=2x-1.

Sabe-se que:
« areta r étangente ao gréfico de g no ponto de abcissa 1 ;

e lim (f(x)-2x+1)=0;

X —+0o0
* nos respetivos dominios, o gréafico de f tem concavidade voltada para cima e o grafico de g tem
concavidade voltada para baixo.

Considere as proposi¢des seguintes.

I. O gréfico da fungéo f admite uma assintota horizontal quando x tende para +oo .
I lim g(x)=2.

x—1
m. 7"(x)<g"(x), Vxelo,+ oo .

Justifique que as proposi¢des I, Il e lll sdo falsas.

Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposigdes, uma razdo que justifique a sua falsidade.

(D Efalsa porque

lim (f(x) - 2x + 1) = 0 entdo aretay = 2x — 1 é uma assintota obliqua de f (x) em x — +o

Logo ndo existe assintota horizontal ao grafico de f quando x — +oo

(I) E falsa porque y = 2x — 1 é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1, o ponto de tangéncia ¢
(l,g(l))e que é o mesmo da reta 7, isto é, y =2x1-1=1, g(1)=1. Como a funcdo ¢é
diferenciavel, é continua em todo o seu dominio logo lxlitll g(x)=g(1)=1

(III) E falsa porque:

ftem a concavidade voltada para cima em todo o seu domfnio, logo " (x) > 0, Vx € D k
g tem a concavidade voltada para baixo em todo o seu dominio, logo g"(x) < 0, Vx € D,

Portanto f"(x) < g"(x), Vx e ]0,+oo|
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4+ 10. Na Figura 4, estdo representados, no plano complexo, os

Im (z
pontos 4 e B. @
O ponto O é a origem do referencial. y
O ponto A4 ¢é o afixo de um nimero complexo z tal que
Im(z)=Re(z) e Re(2)>0. 57
B —_
O ponto B ¢é o afixo de um nimero complexo w tal que 8
0 angulo convexo A0B tem amplitude ST radianos.
8 0 Re (2)
Qual dos valores seguintes € um argumento de w X z ?
3x S5t
A) —— B) 4
(A) =g (B) <3
9 1 Figura 4
c) 2L D) L7
(©) % (D) 5

OpontoAéoafixodez, Re(z) =Im(z) e Re(z) >0, entdo Arg(z) = %

Assim, z = |z] ei%

(57 =w T
, ) . 1(—+7] i
Oponto Béoafixode w, entdo w = |w|e' * */ =|w|e ®

(58 (5
Logo, wx z = |w||z|e*® %/ =|wl||z|]e"®

OPCAO: C
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11. Resolva este item sem recorrer & calculadora. sz
i~5 .
. : . . e © =il
Considere, em C , conjunto dos niumeros complexos, o nimero w = -
i

Determine, em C , as solugdes da equagéo 2=y .

Apresente os valores pedidos naforma a+ bi, com a, bR .

5e J3o1 J3 _ﬁ_llz .1 .3
R e SR B D) 5 B Ry
- A _ _ oo
i i i i -1
1B
_2 2 1. N8
-1 2 2
1V (3Y T 3
lwl=|-2] +| = | =4>-+>=1
2 2 4 4
2
\/2§ Logo,w =¢e ?
tan@———:—x@
1 :>¢9:2—7T
2 3
0ec20°0Q
{2”-*2](”}
13
;27 2 1[7+”]
=weor=ed oz=c¢ ,ke{0l} & z=¢" ', ke{01}
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12. Seja f afunggo, de dominio [0, 7|, definida por f(x)=sen(2x)+ x, eseja r areta de equagéo
y=—x+2.

% 12.1. Qual das expressoes seguintes pode definir a fungédo derivada de f?

(A) 2 -2 cosZx (B) 2—2sen? x (C) 3—4cos2x (D) 3 —4senix

f'(x)= (sen(2x)+x)' =2cos(2x)+1 = 2(coszx—sen2x)+1 = lcos® x =1 - sen® x

=2(1—sen2x—sen2x)+1=2—4sen2x+1:3—4sen2x

OPCAO: D

12.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais calculos numéricos.
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que o gréafico da fungdo f intersecta a reta »

i . T T
em, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo ]g, ?[ .

Como finterseta a reta r entdo a abcissa é igual na func¢do e na reta, ou seja, queremos saber o valor de

xparaoqual f(x)=-x+2< f(x)+x-2=0.
Seja h(x) = f(x)+x—-2=sen(2x)+x+x—2=sen(2x)+2x -2

A funcdo f é continua em [0, 7] e a reta r pode ser definida por uma funcao afim, logo é continua em

IR , como h é a adicdo de duas fungdes continuas em [O, 7r] e IR, em particular é continua em {% , %}

h[%) = sen(2—”)+2—”—2 sen%+%—2 ~ -0,09

h(fj - sen(Z—ﬂj+2—”—2 0,96
3 3 3

Assim, como h(%j x h[%j < 0 e hécontinua em [%,%} pelo corolario do teorema de

Q

Bolzano-Cauchy 3c e }%,%{ th(c)=0

Portanto existe, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo }% , %{
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+13. Sejam a e b numeros reais, ndo nulos, tais que a reta de equagdo v =ax + b é tangente ao grafico

da fungdo f, de dominio IR , definida por f(x)= ax? + bx .

Determine as coordenadas do ponto de tangéncia.
f'(x) = (ax2 + bx)' =2ax +b

Logo, como y = ax + b é tangente ao grafico de f entdo:

a->b
2a

2ax+b=a o 2ax =a-b o x =

Ponto de tangéncia:

RN E ST

2a 2a 2a 4a° 2a

a® - 2&°b + ab® + 2a°b - 2ab’ _ﬂ{(az—bz) a - b
. =

a 4a 4a*  4a
y=ax+b

2 g2 _ 2 _ g2 a-b)(a+b
a bzﬁ{a b+b<:>a b=a+b<:>( )( )=a+b<:>
4a 24 4a 2 4a

a-b_1 oy oh-d4ae —2b=2aa=-b

4a 2
Como a = -b, entéox=m=1

2a
Assim,y=ax+b=axl+b=a+b = -b+b=0
a=-b

Portanto o ponto de tangéncia é (1,0)
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