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    EXAME DE MATEMÁTICA A  

Ensino Secundário | 2022/2023 

12.º Ano de Escolaridade 

1ª Fase 2023 

 

RESOLUÇÃO 

⸭ 1.     

 

 

 

2
2

21 1
lim 1 lim 1

n n

e
n n

    
+ = + =    

     

 

 OPÇÃO: C 

 

2.   

 

 

 

 

 

 

 

 Seja 1u AB=  , sabe-se que 104 metros corresponde a 10400 cm  

 Temos que a razão é igual a 2, porque 1 12 2n n n nu u u u
+ +

= +  − =  

 Assim, como ( ) 1 100
100 1 100 1 100 100100 11 2 198,  =10400  e   100

2

u u
u u u u s S

+
= + −   = + =   

 Então,  

( )1 100
1 1 1

1 1 1

10400
100 10400 198 50 10400 2 198

2 50

2 198 208 2 10 5

u u
u u u

u u u

+
 =  + +  =  + = 

 + =  =  =
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⸭ 3.    

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2

2

2 2

1 1

s

1 1 2 1

2

2 2

2

Impos ível

2

''' 2 2 2 2 2 4

4 2

'' 0 4 2 0 0 4 2 0

1 1 2 2
2 2 1 0

2 2 2 2

x

x x x x x

x x

f x xe e x x e e x e

ex e e

f x ex e e e ex e

e x x x x x

−

− − − − −

− −

= − = − − − = − + =

= −

=  − =  =  − = 

 − =  =  =   = −  =

 

Recorrendo ao quadro de sinais: 

 

 

 f  tem a concavidade voltada para cima em 
2 2

,   e ,
2 2

   
− − +   

      

 

 f   tem a concavidade voltada para baixo em 
2 2

,
2 2

 
− 
  

 

 As abcissas dos pontos de inflexão são: 
2 2

  e  
2 2

−   

 −  
2

2
−   

2

2
 +  

2xe−  + + + + + 

24 2ex e−  + 0 – 0 + 

''f  + 0 – 0 + 

f   P.I.   P.I.   
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4.   

 

 

 

 

 

⸭ 4.1.  

A função g é contínua em  ( ) ( ) ( )
1 1

1  se lim lim 1
x x

x g x g x g
− +→ →

= = =     

( )

1 1 0
1

1 1
1 1 0

0

4 14 4 4 4 4
lim lim lim 4

11 1 1 1
limx x

y x

x x y y
x x y

y

xx y

e e e e

y

− − −

−

− −→  − →
= −

− −
→ → →

→

−−
= = = = =

− − − −
 

( )

( )

1 1 1

1

1 1

lim 7 3 3 7 3 3 4

1 7 3 3 4

x

x

g

+

− −

→

−

 − =  − =

=  − =

 

Como ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

g x g x g
− +→ →

= = , a função é contínua em 1x =  

 

4.2.   

( )

      

( ) ( )

( ) ( )

3

3
log

1 1 1 7

3 3

1

3 3

1

3

1 1

3 3 3 3 3

1

3 3

C.A.

3 3
7 3 3 0 3 3 3 1 log log

7 7

log 7 3 3 log 2

3
: 7 3 3 0 1, log 1, 1, 1,

7

log 7 3 3 log 2 log 7 3 3 log 3 log 2

log 7 3 3 log 2 3 7

3
1

7

x x x

x

x

x x x

x x

x x

x

D x IR x

x

− − −

−

−

− −

−

 − =  =  =  − =  =

 − = +

 
=   −    + = + +  + = + 

 

 − = +   − = + 

  − =

+

  1

1 2

3 3 2 3

7 1
7 3 3 2 3 3 3 2 3 3 3 3 3 2

3 3

x x

x x x x x x

−

−

 − =  

 
   −  =  − =   =  =  = 

 
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5.   

 

⸭ 5.1.  

 

 

 

 

 Como os 3 amigos têm que ficar juntos e existem dez lugares disponíveis, temos 10 3 1 8− + =  

 posições onde podem ficar os três amigos juntos. 

 Como eles podem trocar de posição, os três amigos podem ficar dispostos de  8 3 !   

 Os restantes 7 podem dispor-se nos restantes 7 lugares na fila de 7 !  formas diferentes. 

 Logo, os jovens podem dispor-se de 8 3 ! 7 ! 241 920  = formas diferentes 

 

5.2.   

 

 

 

 

 

 

 

 Considere-se: 

 A: «Pratica Surf» 

 B: «Pratica Skate» 

 Sabe-se que: 

 ( ) 0, 65P A =  

 ( ) 0, 2P A B =  

 ( )
4

| 0, 8
5

P B A = =  

 Queremos saber que ( )|P A B  
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  A A   

B 0, 52  0,20 0, 72  

B  0, 13  0, 15  0, 28  

 0,65 0, 35  1 

 

 
( )

( )

( )

( )
( )

( )

| 0, 8 0, 65 0, 8
0, 65

0, 52

P B A P A B
P B A P A B

P A

P A B

 
=  =   =  

  =

 

 Assim, ( )
( )

( )
0, 13 13

|
0, 28 28

P A B
P A B

P B


= = =  

 

 

⸭ 5.3.  

 

 

 

 

Considere-se n o número de jovens com 13 anos e 70 – n o número de jovens com 14 anos. 

Como temos de escolher dois jovens, dos setenta, o número de casos possíveis é 70

2C  

O número de casos favoráveis ( )70n n−  representa a escolha de um jovem de 13 anos e de um jovem 

de 14 anos. 

Assim: 

( )

( ) ( )

2
2

70

2

2

2

70 16 70 16 16 2415
70

35 2415 35 35

70 70 4 1 1104
70 1104 0

2

24 46

n n n n
n n

C

n n n

n n

− − 
=  =  − + = 

−  − − −
 − + − =  = 

−

 =  =

 

Logo como o número de jovens com 13 anos é inferior ao número de jovens com 14 anos, existem 24 

jovens com 13 anos.  
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6.   

 

 

 

 

 

 

 

 

⸭ 6.1.  

 

 

 

 

 

 A reta OD é paralela à reta AC , então o vetor diretor de AC pode ser o mesmo da reta OD  

 Os vetores diretores das retas de (A) e (B) são os único que têm a mesma direção de AC 

Como o ponto ( )0, 0, 0O  pertence à reta OD temos: 

( ) ( )

( ) ( )

3
(A)   0, 0, 0 0, 6, 8 0, 2, ,   

2

0 0 0 0

0 6 2 3   ,  logo não pode ser esta reta

3 16
0 8

2 3

3
(B)   0, 0, 0 0, 4, 3 0, 2, ,   

2

0 0 0 0

0 4 2 2

3 2
0 3

2

k k IR

k k

k k

k k IR

k k

k
k

 
= +  

 

 
 = =
 
 

= +  − = 
 
 

= + − =  

 
= − − +  

 


 = =
  

= − +  = 


= = − +

 , logo o ponto  pertence à reta e tem a mesma direção de O AB



 

OPÇÃO: B 
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⸭ 6.2.  

 

  ( )10, 0, 0A  pertence à reta AC 

 ( )12, 5 portanto 10; 12, 5; 0OE AB B= =  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

De  : , , 10, 0, 0 0, 4, 3 ,   

sabemos, que qualquer ponto da reta é do tipo , , , 10, 4 , 3 ,   

AC x y z k k IR

x y z k k k IR

= + 

= 
 

 O ponto C pertence à superfície esférica de centro no ponto médio de [AB] , seja M esse ponto. 

 
10 10 0 12, 5 0 0 12, 5 25

, , 10, , 0 10, , 0
2 2 2 2 4

M
+ + +     

= =     
     

 

 A superfície esférica é: 

( )

( ) ( )

2 2
2 2

2 2
2 2

2

2

25 25
10

4 4

Como  pertence à circunferência

25 25
10 10 4 3

4 4

25
16 50

4

x y z

C

k k

k k

   
− + − + =   

   

   
− + − + =    

   

 
 − +  

 

2

2 25
9

4
k

 
+ =  

 

( )

2

2

25 50 0

2 0 2 0 0 2

k k

k k k k k k

 − = 

 − =  − =  =  =

 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

Se  0

, , 10, 0, 0  este é o ponto  , que também pertence à superfície esférica

Se  2

, , 10, 4 2, 3 2 10, 8, 6

k

x y z A

k

x y z

=

=

=

=   =

 

Portanto ( )10, 8, 6C  
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7.  

 

 

 

 

 

 

 

Como ( )2, 0A  o raio da circunferência é igual a 2 

Temos que: 

( )

( )

2 cos , 2 sen

O ponto  tem a mesma abcissa de  logo =  e  

2 cos , 2 sen

P Q p Q

Q

P Q x x y y

P

 

 

= −

−

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 cos .2 sen   e  2 cos , 2 sen

3

2 cos .2 sen 2 cos , 2 sen 3

4 cos 4 sen 3

4 cos sen 3

4 cos 2 3

3
cos 2

4

OP OQ

OP OQ

   

   

 

 





= = −

 = 

  − = 

 − = 

 − = 

 = 

 =
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⸭ 8.    

 

 

 

 

 

 

 

⇔ 

 

 

 

Como a trajetória do foguete é vertical então durante 3 segundos o foguete percorre: 

( ) ( )3a t a t+ −  

O instante a partir do qual o foguete percorre 25 metros é dado pela equação: 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

f1

3 25

3
100 3 10 3 ln 1 4, 9 3 100 10 ln 1 4, 9 25

10 10

3
100 3 7 ln 1 4, 9 3 100 10 ln 1 4, 9

10 10

a t a t

t t
t t t t t t

t t
t t t t t t

+ − = 

   +   
+ + − + − − + − + − − + =       

      

   +   
 + + − − − + − + − − +      

       f2

25=

 

 

Por observação do gráfico o instante é 1,8 s       
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⸭ 9.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(I) É falsa porque 

( )( ) ( )lim 2 1 0  então a reta 2 1 é uma assíntota oblíqua de  em 
x

f x x y x f x x
→+

− + = = − → +  

Logo não existe assíntota horizontal ao gráfico de f quando x → +  

(II) É falsa porque 2 1y x= −  é tangente ao gráfico de g no ponto de abcissa 1, o ponto de tangência é 

( )( )1, 1g e que é o mesmo da reta r , isto é, 2 1 1 1y =  − = , ( )1 1g = . Como a função é 

diferenciável, é contínua em todo o seu domínio logo ( ) ( )
1

lim 1 1
x

g x g
→

= =  

(III) É falsa porque: 

f tem a concavidade voltada para cima em todo o seu domínio, logo ( )'' 0,  ff x x D    

g tem a concavidade voltada para baixo em todo o seu domínio, logo ( )'' 0,   gg x x D    

Portanto ( ) ( )  '' '' ,   0,f x g x x   +  
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⸭ 10.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O ponto A é o afixo de z , ( ) ( ) ( ) ( )Re Im   e  Re 0,  então Arg
4

z z z z


=  =  

Assim, 4
i

z z e


=  

O ponto B é o afixo de w , então 

5 7

8 4 8
i i

w w e w e

   
+ 

 = =  

Logo, 

7 9

8 4 8
i i

w z w z e w z e

     
+   

    = =  

OPÇÃO: C 
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11.   

 

 

 

 

17 4 2 1

5

6

5 2
176

2

5 5 3 1
cos sen

6 6 2 2

3 13 1 3 1 1 3
2 22 2 2 2 2 2

1

1 3
1 32 2

1 2 2

i

i

i i i

e i i

i ii i i i i
e i

w
i i i i

i
i





 

 += =

    
= + = − +    

    

 
− − − + − − − − − 

−  
= = = = = =

−

−

= = − +
−

 

 

22

2

3

1 3 1 3
1

2 2 4 4

3   Logo, 
2tan 3 21

32

2.º  Q

i

w

w e


 





   = − + = + =        




= 
 = − = −   =
 
 
  

 

 

   

2
2

3
2 2

2 2 33

3
0

4
3 3

1

,  0, 1 ,   0, 1

1 3
=cos sen

3 3 2 2

4 4 1 3
cos sen

3 3 2 2

k
i

i ki

i

i i

z w z e z e k z e k

z e i i

z e e i i




 



 

 

 

 
+ 

 
   +  

   

 
+ 

 

=  =  =   = 

   
= + = +   

   

   
= = = + = − −   

   
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12.  

 

⸭ 12.1.  

 

 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) 2

2 22 2

2 2 2

' sen 2 ' 2 cos 2 1 2 cos sen 1

2 1 sen sen 1 2 4 s

1

en

s

1 3

co sen

4 sen

f x x x x x x

x x x x

x x= + = + = − + =

= − − + = −

= −

+ = −
 

 OPÇÃO: D 

 

12.2.  

 

 

 

Como f interseta a reta r então a abcissa é igual na função e na reta, ou seja, queremos saber o valor de 

x para o qual ( ) ( )2 2 0f x x f x x= − +  + − = . 

Seja ( ) ( ) ( ) ( )2 sen 2 2 sen 2 2 2h x f x x x x x x x= + − = + + − = + −  

A função f é contínua em  0,   e a reta r pode ser definida por uma função afim, logo é contínua em 

IR , como h é a adição de duas funções contínuas em  0,  e IR ,  em particular é contínua em ,
6 3

  
 
 

 

2 2
sen 2 sen 2 0, 09

6 6 6 3 3

2 2
sen 2 0, 96

3 3 3

h

h

    

  

   
= + − = + −  −   

   

   
= + −    

   

 

Assim, como 0  e   é contínua em ,
6 3 6 3

h h h
        

      
     

 pelo corolário do teorema de 

Bolzano-Cauchy ( ), : 0
6 3

c h c
  

  = 
 

 

Portanto existe, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo ,
6 3

  
 
 
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⸭ 13. 

 

 

 ( ) ( )2' ' 2f x ax bx ax b= + = +  

 Logo, como y ax b= +  é tangente ao gráfico de f então: 

 2 2
2

a b
ax b a ax a b x

a

−
+ =  = −  =  

 Ponto de tangência: 

( )2 22 2

2

3 2

2

2 2 2 24

2

a a ab ba b a b a b ab b
f a b

a a a aa

a a b

− +− − − −     
= + = + =     

     

−
=

2 22ab a b+ + 2

2

2

4

aab

a

−
=

( )2 2

24

a b

a

− 2 2

4

a b

a

−
=

 

 
2 2

4

y ax b

a b
a

a

= +

−
=

2

a b

a

− ( ) ( )2 2

4 2 4 2

1
2 2 4 2 2

4 2

a b a ba b a b a b
b

a a

a b
a b a b a a b

a

− +− + +
+  =  = 

−
 =  − =  − =  = −

 

 Como 
( )

,  então 1
2

a a
a b x

a

− −
= − = =  

 Assim, 1 0
a b

y ax b a b a b b b
=−

= + =  + = + = − + =  

 Portanto o ponto de tangência é ( )1, 0  
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