& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 12.° ano

FUNCOES — INVERSA E IRRACIONAIS FRVR
1.  Considere a funcdo g, continua em IR, definida por:
kx® —k*
— >k
g(x)=1-k =% comkelR\{0}
x*+x se x<k

1.1. Mostre que k=2

Como g é continua em IR , entdo também ¢ contihua em x=k, isto ¢
limg(x)=limg(x)=g(k
lim g (x)=lim g(x)=9g(k)

Entao:

lim g (x)=1lim (x* +x)=k*+k=g (k)

x—k~ x—k~
8] CcAL
. .k —k* ‘ k(x3—k3)
fpo()=lm e = e - e

2 2
- i k (x~%) (x +k;;<+k ) ) ) -
C.Al M(X+ ) 1 . - |-
k(P Hhx k) k(K +kxk k)
=lim = = ¥k =(x =X +kx+ k)
Xkt x+k k+k

K(3K*) 32

2K 2

Como lim g(x)=1im g(x)=g(k), temos que:

x—k= x—k*

2
k2+k=%<:>2k2+2k—3k2=0<:>—k2+2k=0<:>k2—2k=0<:>k(k—2)=0<:>

Sk=0vk=2

Como ke IR\ {0} concluimos que x=2 c.q.m.

1.2. Determine lim M
X—>+0 SX

2x°~16 [2]
lim X jyy 2216y 2
X—>+0 3x X—>+0 3x3 +3x2 X—>+0 3)(5/
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1.3. Determine 1irn( g(x)+x)

X—>—o0

(co=0) (\/x2+x+x)(\/x2+x—x)
lim (\/x2+x+x) = lim T
x> A x*+x—x = o x—x

=lim——M——=lim ————=1im

3 1
X——0 X—>+0 X—>—0 1 X—>—0 1
|| 1+——x —X /1+——x - ( 1++1J 1+;+1
X

x se x20
M={—x se x<0

como x—»—% ento |x|=-x

1 1 1

Co1+1 2
-t

—Qo0

2. Considere a fungdo f definida por f(x)=

2.1. Determine o dominio de f

D, ={xelIR:x20n4-x=0}=1IR;\{4}

2.2. Calcule lxigf(x)

0
hmf() 2_\/;(911 (2 \/7)(2+\/7) =lim 4<% =lim L _ 1 _

A T x)(244x) 0 (4w (244x) P24 242 4

—
| —

2.3. Determine o valor de k para o qual a fungao h é continua, sendo h definida por:

X se x>4
h(e) =7 )
x —6k se x<4
Temos que h é continua para x >4, pois é o quociente de, uma poténcia de expoente racional e uma

funcao afim, que s@o continuam em IR. h também € continua para x <4, pois é uma funcao afim.

Assim, para h ser continua tem que ser em x =4, isto é, limh(x)=limh(x)=h(4)
x—>4~ x—>4*

lim h(x)=lim (x—-6k)=4-6k=h(4)

x—4" x—4"

lim h(x)=lim f(x) = =

+ ¥
x—4 x—4 29

Logo, 4—6k =~ 5 16-24k =1 > —24k =—15 > k= =2 s k=2
4 24 8
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3. Considere a fungdo g de dominio [a,+e[, com ae IR, definida por:

J3-2+x
9(x)=1 x*+2x-3
1 se x=1

se x#1

3.1. Determine o menor valor possivel que a pode tomar.

D,={xelR:2+x>=0Ax" +2x-3#0Ax#1]

C.A.
24x>20x>-2

—2+/4+12

x2+2x—3=0<:>x=#<:>x=—3vx=1
Logo, D, =[-2,+x|

Portanto, a=-2

3.2. Verifique se afuncdo g é continua em x = 1

X1 PANE
(o)
li = lim =lim =

ol X242x-3 5y ol (x_l)(x+3)(ﬁ+M) Xl (x_l)(x+3)(J§+M)
1-x . _M

=lim =lim =

X1 (x—l)(x+8)(x/§+@) s M(x+3)(\/§+M)

. -1 -1 -1 1

S (x+3)(Bev2ex) (1+3)(VB+v2el) 4(24B) 8B

A funcdo g é continaem x=1se limg(x)=limg(x)=¢g(1)=1
C BBorx (\/5—\/2+x)(x/§+\/2+x) ' 3_2_x
m—

De forma anéloga se conclui que lim g (x)=- L

x—1* 8\/§

Como hmg(x)zhrlr}g(x);tg(l) a funcdo ndo é continua em x =1

x—1"
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4.  Considere as funcoes f e g definidas por:

D, =IR
D, ={xelR:x*#0}=1IR\{0}

4.1.

4.2.

4.3.

Justifique que f ¢ bijetiva

2x-1 1
flx)==F—=x
Injetividade:

f éinjetivase Vx,,x, e D;, f(x)=f(x,)=x =X,

f(xl)zf(xz)cxl—g X, — %/cxl =X,
Sobrejetiva:

fésobrejetivase VyeIR,IxeIR:y= f(x)

f(x):ycnc—lzy@x:y+1
2 2
D', =IR que ¢ igual ao conjunto de chegada, logo f € sobrejetiva

Como f € injetiva e sobrejetiva, concluimos que f é bijetiva.

Caracterize a inversa da fun(;éo f
De 4.1. temos que x = y+ , logo f(x)= x+%

fiIR—1IR

X X+l
_/ 2

Justifique que g nao admite inversa

=leg(l)===1

g nao admite inversa porque, por exemplo, g (—1) = ( 11)2

Como, g(-1)=g(1),e —1#1,logo g ndo é injetiva. Portanto nao admite inversa.
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5.  Caracterize a inversa da funcao:
fiIR — > IR
x——x
Comecemos por verificar se a fungao é bijetiva.
Injetividade:

Vx,,x, IRy, f(x,)=f(x)=x =x,

F(x)=f(x)ex = XZQ(\/Z)2=(\/Z)2 & X =X,

i
(W) =
Sobrejetividade:

fésobrejetivase VyeIR,IxeIR:y= f(x)

f(x)=yex=yex=y, porque y>0
D', =IR] que é igual ao conjunto de chegada
Portanto f é sobrejetiva.
Assim, f é bijetiva.
Como, x=1°
SH(x)=
IR, —— IR;

x x?

.

6.  Sabe-se que fe g sdo funcGes reais de variavel real bijetivas tais que f(1)=-2 e g™ (-4)=-5

Resolva as equagbes

6.1. 3+f(x-1)=4

3+fi(x-1)=4e fl(x-1)=lex-1=f(l)ex-1=-22x=-1

6.2. g(l-2x)=—4
g(l-2x)=4eol-2x=g'(4)el-2x=-5c -2x=-6 x=3
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7. Considere as funcdes fe g definidas por f(x)=+v2x+1 e g(x)= Jx+1
7.1. Determine o dominio da funcdo h= f —g e os zeros de h

f={XEIRZ2X+120}={X€IRZX2—%}=|:—%,+OO[

D
D, ={xelR:x>0}=[0,+o0[
Como D, =D, ,=D,nD, entdo D, _, :|:—%,+oo{m[0+oo[:[0+oo[

Zeros:

h(x)=0AxeD, <

< (f-9)(x)=0AxeD, &

< f(x)-g(x)=0AxeD, &
@M—\/;—IZO/\XGDh@
@x/m:\/;Jrl/\xeDh@

z2x+1:(\/§+1)2/\xeDh =

<:>2x+1:x+2\/;+leeDh<:>
<:>X=2\/;/\X€Dh<:>
=x’=4xrxeD, &

& x*-4x=0AxeD, &

o x(x-4)=0AxeD, &

& (x=0vx=4)axeD,

< x=0vx=4

Zeros: {0,4}
f

7.2. Determine o dominiode j =
D, :Dfm{xeDg :g(x);tO}
g(x)¢0©\/§+1¢0©\/§¢—1

Como o dominio de +/x é IR! entdo a condicio /x #—1 ¢ universal em IR}

De 7.1. temos que D, nD, =[0,+o0[ entdo D; =[0, +o0]
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7.3. Verifique a existéncia de assintotas ao grafico de j

Como o dominio da funcéo é o intervalo [0, +o[ e a funcdo j é continua em todo o seu dominio, é a

divisdo de duas fungbes de expoente racional, logo ndo existem assintotas verticais.
Vamos verificar a existéncia de assintotas no verticais.

2x+1 2 1 \/2 1 2 1
x| =+ X+

2
Jx +1 lim V2x+1 lim x X _ g x x* N+o +o :120

N N R W R Wy R e
V2x+l V2X+1(\/§—1)_ N2 —2x41 . 2%t -x-1
=lim lim =lim ———=

b=lim =
X—>+00 x+1 X—>+00 x—1 X—>+00 x—1 X—>+0 x—1
1
(x=1)] x+=
. 2
=lim ————— =+ + ==+
X—>+00 x—=1 2

Logo, ndo existem assintotas nao verticais do gréfico de j

8. Determine o dominio da funcao definida por f (x)= ‘xZ —1‘ -1
D, ={erR:‘x2—1‘—120}

\x2—1\—120@\xz—1\21@x2—1z1vx2—1s—1@x2—2zovx2so
C.A.
x2-2=0x=-—2vx=+2

Quadro de sinais:
—©0 —\/5 \/5 +00
0

x> =2 + 0 -

Assim, (]—oo, —\/i}u[\/z, +ooDu{O} = J—oo, —\/§:|U{O}U[\/§, +oo[
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