& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 12.° ano

FUNCOES — COMPOSTA, LIMITES E ASSINTOTAS FRVR

1. Justifique que cada um dos seguintes limites é nulo.
: 3
1.1 ng(} [x (x - 1)]

lim[x(x3 —1)] = Li_r)%xxli_r)r&(xs —1) =0x(-1)=0

x—0

x—-1

1.2 lim[\/x+lcos( 1 ﬂ
x+1

lim+x+1 =0 eafuncio y = cos(

x—-1

j ¢é limitada
x+1

2. Sejam fe g as funcdes reais de varidvel real definidas por f (x)vx* -1 e g(x) 1 T Seja h a fungao real

de variavel real cujo gréfico se apresenta na figura.

2.1 Determine os dominiosde geo f, foeh e geh %%—4"#
1 1 34 | ! ! |
D, ={xelIR:x"-120}=]-o0,-1]U[1,+0] P

f *
ENEENA
o EENG Y- EE
+\ /+ 1 lol | |-

D, ={xelIR:x-1#0}=1IR\{1}

I
=

I
Q

D, = [-2,4]

D,; ={xelR:xeD af(x)eD,}={xe]w-1]u[L4e[ A" -1 e IR\ {1}]
\/xz—lzlz(\/xz—l)z:12<:>x2—1:1<:>x2:2©x:i\/§

D, = (J-e 1] w1+ ) A (IR \ 2,42} ] =
= ]—oo, —\/5[ V) }—\/5,—1] V) [1,\/5[ U ]\/Z +oo[
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D, = {X € IR:x € D, /\h(x) e Df} = {X € [—2,4]/\h(x) € ]_w,_l]u[l’+°°[} =

={xe[-24]A(h(x) < -1vh(x)=1)}

h(x)<-1vh(x)21 o xe [4,0]%%,%%[3,4]
Por
observacdo

do gréfico

D,, =[-2.4]n [[—2,0] o Eg} o [3,4]} _[-2,0]u Bg o
D,, = {X €elIR:xeD, nh(x)e Dg} = {x e[-2,4]nh(x)e IR\{l}} =

={xe[-24]Ah(x) =1} :

h(x)#1 < x#=0Ax=#3

R
Por 24 1ON2 /B 4x
observagao —
do grafico —2

D, = [-24]n([-2.4]\{0.3}) = [-2.4]\ {0.3]

2.2 Determine, caso existam, os seguintes:

2.2.1 lxiirf(g o f)(x)

hl’l’llf(x)zliH}\/)CZ—l=Oe lir%g(x)zlim L

XA)OX_l_

lim(ge f)(x)=-1

x—1
2.2.2 Liﬂ(g o h)(x)

ygri(g ch)(x) = Limg(h(x)) = g(limh(x)) =g(4)=—=

-4

223 lim (ge° f)(x)

limg(f(x)):g limf(x)):g(limxlxz—l):g(Jroo): 1 =0

X—>+0 (X*)+OO X—>+0

224 lim (goh)(x)

x—0"

limg(h(x)) =g 1imh(x)) = g(l’) = — = — = -

x—0" (X—)O
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2.25 Liirzl(f o h)(x)

lim £ (h(x)) = f(limh(x)) = £(-2) = (-2) -1 =B

3. Seja f a fungdo real de variavel real definida por f (x) = —v/x* - 3x e seja g a funcdo cujo grafico se

Lot 13 4 5F

reprsenta na figura seguinte.

L
d“&b\<

3.1 Ovalorde EE}(Q o f)(x)é

A 1 (B) 2 © 3 (D) 4
Liirig(f(x)) = g(}(iir}f(x)) = g(lxig}(—\/xz —SX)) = g(—x/16 - 12) =
=g(-2)=3

OPCAO: C

3.2 Em qual dos seguintes valores de a nao esta definido 1}3} (feog)(x)
A 1 (B) 2 e 3 D) 4
D;,={xelR:xeD, ng(x)eD,}
D, =[-2,5]
D, ={xeIR:x"-3x >0} =]-00]U[3+x[ \ /
CA. \ o
x*-3x=0ex(x-3)=0ex=0vx=3 \’/
D, = [-2.5] (J0.0]w [3, e[ = [2.3]

Dos valores apresentados, 4 ndo € ponto aderente de D, , logo ndo existe 1{13} ( fo g) (x)

Portanto a = 4

OPCAO: D
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4.  Das fungbes fe g, de dominio IR, sabe-se que o contradominio de fé[2 , 3] e que lin21 g(x)=0

Pode afirmar-se que:

(A) Ligrzl(f+g)(x)20 (B) Liirzl(gj(x)zo
@ lim(fg)(x)=0 (D lim(f-g)(x)=0

Sabe-se que:
e D', =[23], entdo 1Xi£121f(x)e[2,3]
. lxiirzlg(x)zO

A)

1Xi£r21(f+g)(x):ljggf(x)+1)(i£121g(x):k, ke[2,3] ,logo 1}£1;(f+g)(x)¢0

(B)

() M)k

IXIE[EJ(X)_I)}EQ(X) 6_00 , ke[2,3]

©

lxiirzl(fg)(x)ﬂ)}gf(x)xljgolg(x):kxo:O , ke[2,3]
(D)

ljirzl(f—g)(x):lgrzlf(x)—lxigg(x):k—o:k , ke[2,3]

OPCAO: C

5. Na figura ao lado estdo representadas graficamente as funcoes fe g
Sabe-se que:

e f éuma funcdo polinomial de 3.° grau cujos zeros sdo —

. _ . , 1
2 ,—1 e 4 ecujo coeficiente do termo de maior grau é — =

e g é uma funcdo quadratica de 1 e 4 sdo zeros e cujo —3\/—'1_10

coeficiente do termo de maior grau é —1 51/

Determine os seguintes limites:
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. g(x) - f(x) - f(x)
5.1 ngt}—(x) 52 llj{l—g(x) 5.3 lir?g(x)
limg(x)=0 lir?f(x)zk, k>0 lir{}f(x)zk, k>0
lxigrllf(x)zk , k>0 lir{}g(x)=0’ lir(r)}g(x)zO*
9(x) _0_ I C f(x)_k
=1 f(x) k o g(x) 0 =0 g(x) 0
f(x) g(x) - g(x)
5.4 55 1 56 1
x—-1 g(x) xir—rl1 f(x) Xir}}f(X)
lim f(x)=0 111}11 g(x)=k, k<0 111}11 g(x)=k, k<0
lir?lg(x):k, k<0 1i{r11 f(x)=0 1i{r11 f(x)=0
f(x) _0_ 9(x) _k _ 9(x) _k _
x—-1 g(x) k O Xllr—rll’f(x)_O___-'-oo Xlir—l’ll’f(x)_OT__oo
- g(x)
5.7 xlir-l;f(x)
li{r21+g(x)=k, k<0
111_121 f(x)=0
lim g(x)=£=+oo
-2 f(x) 0
f(x)
58 }iqlg(x)

lim f(x)=+0 e lim g(x)=-o

lim (X)
Mo (x)

~

w . . ~
=— indeterminacao
o0

Para levantar a indeterminacdo, basta considerar os termos de maior grau de cada uma das funcgoes

polinomiais.

)
hmf(x) = lim 52 =lim=x=-w
xo=o g (X) xo—o X x—-0 5§
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- f(x)
59 ng}m

lxigf(x)zo e Liialg(x)zo

limf(x)

0 . L
=— indeterminacéo
x—4 g (X)

Para levantar a indeterminaco temos que considerar as expresscoes de cada uma das funcoes.

f () == (x+2)(x+1)(x-4)
g(x)==(x-1)(x-4)

f(x)(g) —é(x+1)(x+2)M é(x+1)(x+2) 515><5><6

lim = lim =lim = =2

x—4 g(x) B x—4 _(X_I)M x—4 X—1 3

6.  Determine o dominio, justifique a continuidade das funcoes e estude a existéncia de assintotas ao grafico das

funcoes definidas por:

6.1 g¢g(x)= x -1

x* + 3
Dominio:
D,={xelR:x"+3#0}=IR
Continuidade:

Uma fungao racional é continua em todo o seu dominio.

Assintotas nio verticais:

x-1
2 —
m:hmM:hmx +3:Iim ;C 1 :hm%:lim%:izo
X—>+0 x X—>+00 x X—>+0 X +3X X—>+00 X X—>+0 X +w
b=lim (g(x)—mx)z lim g (x)=lim X7 _lim 2 = lim l=L=O
X+ X+ X+ X2 +3 X+ X2 X+ X +00

Quando x — —o0, 0s célculos sdo indénticos, e, portanto, também se obtém a mesma resta.

Assim, y =0 é uma assintota horizontal ao gréfico de g.

6.2 h(x)= 3x +x
Dominio:
D, ={xelIR:x20}=1IR;

Continuidade:
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A funcao é continua porque h(x) é a adigao de duas funcoes (definidas por por poténcias de expoente

racional) continuas em todo o seu dominio.

Assintotas verticais:

N3o existem porque a funcao é continua em todo o seu dominio.

Assintotas nao verticais:

0

1 1

1
h 3 ” 3442 3 2
mzlimﬁzlimM = 1imx X =limx +limx—=0+0=0

x>+ X X—>+0 X X—>+00 X -+ X X+ X

1

b=1lim (h(x)—mx)z lim h(x)=lim (§/§+\/;)=+oo

X—>+00 X—>+0 X—>+00

Logo, nao existem assintotas nao verticais ao grafico de h

Dominio:
D, ={xelR:(x-1) 20nx-1=0}=IR\{1}
(x-1)20 A x=#1

Condigao universal

Continuidade:

A funcao [ ¢ continua pois € o quaociente de fungoes continuas em D,

Atfuncdo y = x — 1 é continua em IR pois é uma funcao polinomial.

Afungdo y = {(x -1 )2 é continua em IR pois é a composi¢ao de funcoes continuas em IR
Assintotas verticais:
y (x-1y |x - 1] x -1
im = lim =1 1
w1t o x =1 ol x =1 ol x =1
CA.
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x—-1 sex-12>0 x—-1 sex=>1
|x—1|: =N
-x+1sex-1<0 -x+1se x<l

2
. x -1 . |x -1 . o—x+1 . ox-1
lim ( ) :hmu:hm—:—hm =-1
x—1" X — 1 x->1" X — 1 x->1" X — 1 x->1" X — 1
Logo nao existem assintotas verticais.
Assintotas nio verticais:
X — +o0
,/ x - 1 \/7
) x -1 , x -1 i X
m=lim —X=—+ = lim hm|2 |:h >
X —>+00 X X —>+00 X — X X —> 400 X — x X —>+00 X — x
.1
=1lim==0
X—>+0 X
. (X—l)z _|x =1 . ox—-1
b=lim+—=lim— =1lim~——~=1
X —>+00 X — 1 X+ X — X+ Y —
y = 1 é uma assintota horizontal quando x — +o
X — —o©
,/ x - l -
. x -1 . X .o —x-1
mzhmx—l:hm (2 )=hm|2 |_hm2
X —>—00 x X —>—00 X J— x X —>—00 X J— x X —>—00 X — x
= lim-==0
X —>—0 X
. (X—1)2 o x =1 —x 1 . ox-1
b=lim +—=Ilim"— = lim —— = - lim =-1
X—>—o0 X — 1 X>-o X — 1 Xo—o Y — x40y —
y = —1 é uma assintota horizontal quando x — -
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x* +7x + 10

64 m(x)=| x+2 T
x* -1 se x > -2
Domifnio:
D, = IR
Continuidade:

Como lim m(x) = lim m(x) = m(-2) = 3 afuncio é continuaem x = -2
x—>-2" x—>-2"

A funcéo m é continua em |—o0, —2[ pois é o quociente de duas funcGes continuas em IR

A funcdo m é continuam em [ -2, +oo[ pois ¢ definida por um polinémio.

Assintotas verticais:

Como a funcéo é continua em IR , ndo existem assintotas verticais ao grafico de m

Assintotas n3o verticais:

X — 4o
.oxt - . x° .
m = lim = lim — = lim x = 4w
X —> 40 X X—>+0 ) X —>+0

Logo nao existem assintotas nao verticais ao grafico de m quando x — +o

X — —0
x* +7x + 10
m—hm X +2 —h M_ mx_2—1
- X—>—00 X X—>—0 X2 + 2x X—>—0 X2
2 —_— —
b i XA 7x410 ) X #7410 X -2 50410
X0 X+ 2 X—>—0 X+ 2 x>0 x4 2
:limS—X:S
X—>-0 X

Logo y = x + 5 é uma assintota obliqua ao grafico de m quando x — —oo
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se x =0

x4+ 2 -2

7. Considera a funcdo g definida por g (x) =

V2

— se x=0
2

Estude a continuidade da funcio e a existéncia de assintotas ao grafico da funcao g.

A funcdo g é continua em IR \ {0} pois é o quociente de duas funcdes continuas em IR

Vamos verificarem x = 0

(F2-B)(2eE)  pian

T N Ny S0 (w2 442

= lim 0

X
= =0
=0 P r2 442 No+2+42

como lim g(x) # g(0) afungdo ndo é continuaem x = 0

x—0"

Assintotas verticais:

No estudo da continuidade verificou-se que lim g(x) = 0 de forma andloga se conclui que

x—0"

lim g (x) = 0, logo nao existem assintotas verticais ao grafico de g

x—0"

Assintotas n3o verticais:

X —> +0

X242 -2

) 2
TR AL i
X2 - 2 -

m = lim X = lim
X—>+00 X X—>+0 X—>+0 X
2 2 2
Cim g 2, VO N2 N e
X—>+0 X X —>+00 X X—>+0 X +w +w

|x| 1+%—\/§ x1+%—x/§
= lim X = lim X =

X —>+o0 X X —>+0 X

2
b = lim —M
X

X—>+0

= lim /1+%—lim£=1—0=1
X —>+00 X X+ X

Portanto y = 1 é uma assintota do gréfico de g quando x — +©

X —> —o
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XX +2 -2 OC)
m = lim X = lim ¥X +% 2 lim . =
X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 X
2 2
X1+ = 1+ 1+ —
= lim 2x hm\/g_ lim X Qz 0 _0=0
X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 x +w +w
2
s |x|,J1+ 5 -2 —x |1+ 5 -2
polim ¥ F2=V2 x lim x -
X—>—© X X——0 X X —>+0 X
:—1im,fl+%— limﬁz—l—O:—l
X—>—0 X X+ X
Logo y = —1 é uma assintota horizontal do grafico de g quando x — —o
I-NL+dx L)
8.  Considere a funcéo h definida por h (x) = 2x°
k se x =0

8.1 Determine o valor de k de modo que a funcio h seja continuaem x = 0

) .
/ 2 \0 1—1+4x% |1+ 1+ 4x° 2
hml— 1+ 4x —lim( )( )=1im 1-1-4x _

X0 2x* X0 2x? (1 + 41— 4x° ) 20 2x? (1 + 41— 4x° )

= lim 4 2
S (1Nl -axt) 14N1-0

De forma semelhante calcula-se lim h(x) = -1
x—0"
Para que a funcao h seja continua em

x =0, tem que se verificar h(0) = lim h(x) = lim h(x) ,isto é, k = -1

x—0" x—0"

8.2 Para o valor de k nas condicOes da alinea anterior, justifique que a funcéo h é continua em IR
A funcio y = +1 + 4x* € continua em IR, pois é a composicdo de duas funcdes continuas, uma
polinomial (y =1+ 4x2) e outra definida por uma poténcia de expoente racional, tendo-se
1+4x* >0, Vx e IR.

Afuncio y = 1 — /1 + 4x* ¢é continua em IR, pois ¢ a diferenca de duas fungdes continuas em IR.

Para x # 0 afuncdo h é continua, pois é quociente de duas funcoes continuas em IR.

Para x = 0, considerando k = —1, a fungao ¢é continua, por 8.1, logo h é continua em IR
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