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FUNÇÕES – ASSÍNTOTAS     RESOLUÇÃO FRVR 

 

 

( )

( )

( )

( )

( )

0

0

lim

lim 0

lim

lim

lim 2

x

x

x

x

x

g x

g x

g x

g x

x

+

−

→+

→−

→

→

→+

= −

=

= −

= +

− + = −

 

(A) Verdadeira 

(B) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim 2 lim lim 2 2
x x x

g x x g x x
+ + +→ → →

 + − = + − = −− = −   (Falsa) 

(C) Verdadeira 

(D) Verdadeira 
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y mx b= +  é uma assíntota ao gráfico de g tal que os valores de 
( )

lim
x

g x
m

x→+
=   

Assim, como 
( )

lim 1
x

g x

x→+
= −  o declive da assíntota não vertical é 1m = −  e, como ( )lim 1

x
g x

→−
= −  então 

1y = −  é uma assíntota horizontal. 

Assim, as hipóteses são (A) ou (C). 

Como g é contínua em IR exceto à esquerda de 0, significa que é contínua em 0IR+ , isto é, ( ) ( )
0

lim
x

g x g x
+→

=  

e por observação do gráfico a opção (C) é o único que pode representar ( )g x  
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Como 4y x= −  é assíntota, então: 

(A) é verdadeira, porque pela definição y mx b= +  é assíntota se ( )( )lim 0
x

fx mx b
→+

− + =  

(B) é verdadeira, porque 1m = , isto é, a função é crescente, logo ( )lim
x

f x
→+

= +  

(C) é verdadeira, porque 
( )

1 lim
x

f x
m

x→+
= =  

(D) é falsa, porque  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

lim 4 0 lim 4 0 lim lim 4 0

lim lim 4 lim 4

x x x x

x x x

f x x f x x f x x

f x x f x x

→+ →+ →+ →+

→+ →+ →+

− − =  − + =  − + = 

 − = −  − = −
 

 

 

Sabe-se que: 

• ( )lim 1
x

f x
→+

= , então 1y =  é uma assíntota horizontal da função quando x →+  

• ( )lim 2 2
x

f x x
→−

 + =  , então 2 2y x= − +  é uma assíntota oblíqua da função. 

Assim o gráfico que pode representar parte do gráfico da função f é o (A) 
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Sabe-se que: 

• ( ) ( )lim 2 1  ,  então 2 1 , é uma assíntota oblíqua de 
x

f x x y x f x
→+

 − = = +   

• ( ) ( )lim 3 ,  então 3  é uma assíntota horizontal de 
x

f x y f x
→−

= =  

• ( )
1

lim  ,  então 1  é uma assíntotal vertical à direita de 1
x

f x x x
+→

= + = =  

 

OPÇÃO: B 

 

 

Em 2x = −  , ( )
( ) ( )2 2

1 1 1 1
0,   assim lim   e  lim

0 0x x
f x

f x f x− +→− →−
= = = + = = −

+ −
, logo 2x = −  é uma 

assíntota vertical da função. 

( ) ( )
1 1 1

lim
lim 3x

x
f x f x→−

→−

= =  , logo ( )
1

 é assíntota horizontal de 
3

f x  

( ) ( )
1 1 1

lim
lim 0x

x
f x f x −→+

→+

= = = − , não existe assíntota horizontal quando x →+  

OPÇÃO: A 
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7.1. Assíntotas Verticais: 

    : 1 0 \ 1fD x IR x IR=  −  =  

 
2

1

2 4 3 2 4 3 1
lim

1 1 1 0x

x x

x+ + +
→

− + − +
= = = +

− −
 

 
2

1

2 4 3 2 4 3 1
lim

1 1 1 0x

x x

x− − −
→

− + − +
= = = −

− −
 

 Logo, ( )1  é uma assíntota vertical da x f x=  

 Assíntotas não verticais: 

 

( )

2
2

2

2

22 4 3
2 4 31lim lim lim lim

x x x x

xx x
f x x xxm

x x x x→+ →+ →+ →+

− +

− +−= = = =
−
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2
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x x
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− +

2x

2

4 3
2

2 0 0
lim 2

1 1 01 1
x

x x

xx

→+

− +
− +

= = =
−

−−

 

( )
2 22 4 3 2

lim 2 lim 2 lim
1x x x

x x x
b f x x x

x→+ →+ →+

 − +
 = − = − =   − 

24 3 2x x− + − 2 2 3
lim

1 1

2

lim

x

x

x x

x x

x

→+

→+

 + − + 
= =   

− −   

−

=
x

3

x

x

+

x

2 0
2

1 01

x

 
 

− +  = = −
  −

− 
 

 

 Assim, 2 2y x= −  é uma assíntota oblíqua da função. 

 Quando x →− , os cálculos são idênticos, e, portanto, também se obtém a mesma reta. 
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7.2. Assintotas verticais 

      2: 9 0 , 3 3,fD x IR x=  −  = − −  +  

 C.A. 

2 9 0 3x x− =  =   

( ) ( )2 2

3 3
lim 2 9 6 0 6  e  lim 2 9 6 0 6

x x
x x x x

− +→− →
− − = − − = − − − = − =  

Logo, não existem assíntotas verticais. 

 

Assíntotas não verticais: 

x →+  

2 2 2

9 9
2 1 2 1

2 9 9
lim lim lim 2 1 1
x x x

x x x x
x x x xm

x x x→+ →+ →+

− − − −
− −

= = = = − − =
+

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

2 2

2

2 2

2

9 9
lim 2 9 lim 9 lim

9

9 9
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9

x x x

x

x x x x
b x x x x x

x x
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Assim, ( )  é uma assíntota oblíqua de  quando y x f x x= →+  

2 2 2

9 9
2 1 2 1

2 9 9
lim lim lim 2 1 2 1 3
x x x

x

x x x x
x x x xm

x x x→− →− →−
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− − + −
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2

2
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9 9 9 9 9
lim lim lim 0

9 99
1 1

x x x

x x x

b x x x x x x x

x x x x x x

x x
x x x x

x x

→− →− →−

→− →− →−

 −

= − − − = − − − = − + − =

+ − − − − +
= − = − = − = − =

−− −
− − + −

 

Assim, ( )3   é uma assíntota oblíqua de  quando y x f x x= →−  
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7.3. 

Assíntotas verticais: 

2

2 4 4 4 8
lim

2 2 2 0x

x

x− − −
→−

− − − −
= = = +

+ − +
 

2

2

3 7 7 12 14 7
lim 9

3 2 3x

x x

x+→−

+ − − −
= = −

+ − +
 

Logo, 2x = − é assíntota vertical de ( )f x  

Assíntotas não verticais 

x →−  

2 2

2 4
2 4 2 22lim lim lim lim 0

2x x x x

x
x xxm

x xx x x→− →− →− →−

−

−+= = = = =
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2 4
lim lim

2x x
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x

b
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= =

+
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Logo, 2y =  é uma assíntota horizontal 

x →+  
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3
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2 2 2

7
2

3 7 7 3 7 7 3 9 2 7
lim 3 lim lim lim 2

33 3 3
1

x x x x

x
x x x x x x x x

b x
x x x

x
x

→+ →+ →+ →+

 
+  + − + − − − − −  

= − = = = − = − 
+ + +    + 

 

 

Portanto, 3 2y x= −  é uma assíntota ao gráfico de ( )f x  
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h admite uma assíntota paralela ao eixo Ox, se o declive da assíntota for zero e ( )lim ,   
x

h x k k IR
→+

=   

( )
( ) ( )

( )
2 2

lim 2

1 4
1 4 41 4

lim lim lim lim 0 lim 0

x

x
f x

x

x x x x

f x
f x f xxm

x x x xx x
→+

→+

=

→+ →+ →+ →+

−

−
= = = − = − =


 

( )
( ) ( )

( )
lim 2

1 4 41
lim lim lim lim 0 4 2 8

x

x
f x

x

x

x x

f x f x
b h x

x x x
→

→+ →+ →+ →+

=

−
= = = − = −  = −  

Logo, 8y =  é uma assíntota horizontal do gráfico de h 

 

 

2 1y x= − , é assíntota do gráfico de g , e o domínio de g é IR+ , então 
( )

lim 2
x

g x

x→+
=  

Como o domínio de h é IR+, temos que: 

 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

2 2
2

3 3 2

2 2

lim 2

2

1
1 1 1

lim lim lim lim lim

1
0 lim lim lim 0 2 0 0

x

x x x x

x

x x
g x

x

x

g x
g x g xxm h x

x xx x x

g x g x

x x x
→+

→+ →+ →+ →+ →+

→+ →+ →+

=

 −  
    −     = = = = −  =
 
 

    
 = −  = −  = −  =           
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( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 2

2 2

2

li

2

m 2

2

1 1
lim lim lim lim 0 lim

lim 2 4

x

x x x x x

g
x

x

x

g x g x g x
b h x

xx x x

g x

x
→+

→+ →+ →+ →+ →+

→ 

=

+

    −       = = = − = − =     

 
= − = − = −  

 

 

Logo, 4y = −  é uma assíntota horizontal de h. 

 

 

 

Ox é assíntota horizontal do gráfico de f , isto é, 0y = , é assíntota horizontal de f. 

Como f é positiva, então ( )lim 0
x

f x
→+

=  

Assim, , 
( ) ( )

lim 11 1
lim

lim 0
x

x

x
f x f x

→+

+→+

→+

= = = + , logo 
1

f
 não tem assíntota horizontal. 
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