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PARA TODOS Matematica A 12.° ano
COMPLEXOS: FORMA TRIGONOMETRICA COMP

. 5 12. T T

1.  Considere os complexos z, =E+Ez e Z,=Sen—+IiCcos—

Verifique que z, e z, sdo complexos unitarios.

144 \/169
|Z1|: =+ = :1
13 169 169 V169
T : T :
z,|=.|sen= | +|cos= | =+1=1
g \/£ 7) [ 7)
2.  Sejam os numeros complexos:
1+1 s T . 7
Z,=—— € Z,=2C0S—| cos—+isen— |-1
J2 12 12 12
Mostre que:

2.1. z, éum complexo unitdrio e indique trés argumentos de z,

P _1_+i_i+iL_£+i£—cosz+iSenz
V2 2 2 22 T4 4

7 s . T
z, €unitario porque z; =cos@+isend , com O=—
4

Os argumentos de z, s@o da forma %+2k7z , kel

9 VL
+or="2 e Z+47z=Tﬂ, sdo argumentos de z,

oz
474 4 4
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2.2. z, é um complexo unitdrio e indique o argumento principal de z,

77 T 77 ST . 77 77 577 5 /7T
Z,=2c0S—| cos—+isen— |[-1=2cos" —+i2cos—sen——| cos" —+sen" — |=
12 12 12 12 12 12 12 12

2senacosa=sen(2a)

5 /T oI 7 . 77
=Cc0s " ——-sen"—+isen—=Ccos—+isen—
12 12 6 6

cos” a-sen” a=cos(2a)
PR . 7
z, €unitario porque z, =cos@+isend , com O=—
6

Vs T ., o
3 ¢ |-, ﬂ'[ , logo e nao é argumento principal de z,

%—Zﬁz—%e -, 7| ,logo Arg(zz)z—%

3.  Considere o nimero complexo:

3.1. Mostre que z, € um complexo unitario

z, = 1-V31 =l—i£=cos£—isen£= cos[zjﬂ'sen(—zjzcos(—zjﬂ'sen(—zj
3 3 3 3 3 3

2 2 2

. Vs - e
Como z, =cos@+isend, com 9:—5, entao z; € unitario

3.2. Determine o argumento principal de z,

z ZCOS(_%}H'SGH(_%} e —%E]—ﬂ',ﬂ'[ , entao Arg(21)=—%
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4.  Escreva na forma trigonométrica os nimeros complexos seguintes:

4.1.

4.2.

4.3.

z, =2/3-2i

2, = (243 +(-2)* =VI2+4 =\16=4

Seja & um argumento de z,

2 _ V3
23 3 mp-_~
(2\/§,—2)e4.0 Q

tan@ =

z, =-1++/3i

2] = (1) +(+B) =I+3=Va =2

Seja & um argumento de z,

tané?:ﬁ:—\/g T or
-1 :>0=7T—§=?
(—1,@)62.0 Q
2
z,=2e°
Z,=—2-21

20| =\(-2)" +(-2)" =V4+4 =B =212

Seja & um argumento de z,

tand=—=1

—2 :9:%5:%’[
(-2,-2)e3.° Q

i
Zy =22 *
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4.4, z,=3+31

i =y(8)'+(4B) =\9+3=VT2 =248

Seja @ um argumento de z,

NG

tanf =—
3 —p==

(3,J§)e1.0 Q 6

z4z2x/§eig
4.5. 25=\/§1_1
4
J3i-1 1 3
Z, = =——+—1
4 4

el 8 ool

Seja @ um argumento de z,

V3
tanf=-4=—3
1 T 2z
4 =>O0=r-—=—
N 3 3
1 3
= Y2000
[4 5 |92 Q
.2
z5:%e3

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt Pagina4116


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt

0PARA TODOS

Matematica A 12.° ano

46. z, =2+(1+i43 )2

7o =2+(1+1%) =24(141°) =24 (1-1) =2+(1-2i-1)=2-2i
43=4x10+3

[2-2i|= 2" +(-2) =B =22

Seja @ um argumento de z,

-2
tanfd=—=-1

2 :9:—%
(2,-2)e4.°Q
26:2«/56_1z

5.  Represente na forma trigonométrica os nimeros complexos seguintes.

Im(z)

0] Re(z)

5.2. z=-100

Im(z)‘

—100 O Re(z)

z=-100=100e"
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53. z=3{"
Im(z)
3
0 Re(zf
z=31"=31=3e"
C.A.
5=4x1+1
54. Z:Z_
1
222232—21'226715
1 -1
5.5. z:|1+i|><z'

z=[l+ixi=AP+1% i=\2i=\2¢"

Escreva na forma algébrica os nimeros complexos seguintes.
'
6.1. z=12"

z=12eiZ =12(cos%+isen%j=12(£+i%}=6\/§+6\/§ 1

2

6.2. z=e 3
177 i ﬂ7£ _
z=e 3 6(6 sze[3]=cos(——jﬂsen(—zj=cos(—j—isen(—}=——£i
3 2
6.3. Z=x/§eiE

sz/ieiE =x/§(cos%+isengj=\/§(0+i)=\/§i
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197

6.4. z=2¢ 3
_197 —i| 6x+Z -z
z=2e ° =2e [ 3]=2€( 3)=2 cos(—zjﬂ'sen(——j =
3 3
R
6.5. z=23e ©

137

Z= 2fe 6 —2«/56( ]22\/§€16 2((cosg+zsen j 2f(£+%zj—3+\/§i

6.6. z=+2e *

217r

10z 2x
7.  Mostre que z, =z,,sendo z,=2¢ * e z,=2¢ °?
[21] =2, =2
107 27 10 2

=—?+2k ?=—§+2k<:>10=—2+6k<:>6k=12<:>k=2

10z 2

Como |z|=|z,| e :—?+47r

entao, z;, =2z,

297
Nl ~ . . 7 I—
8. Verlflque Se sao 1guais OS nNumeros Complexos 21 =3e 8

|Zl|:|Zz|:3
&28—7[ + 2k §:§+2k<:>29 16+12k<:>k—1—3§£Z
6 3 6 3 12

Logo, z, #2z,

187
e z,=3e *®

\fe [24” 3”] \fe 4 =\f(cos%ﬂsen%j=ﬁ(—£+isen%}=—l+i

2
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9.  Escreva na forma trigonométrica, o simétrico e o conjugado dos nimeros complexos seguintes.

i 27
z,=2e ° e z,=3e 3

LT g i[- T L Se z=|z|e':
6 6 6 6
-z, =2e °=-2e °=2e =2e Bl
._Z:|Z|6i|8+m
Z_1 =2e7ig :2@1.g 32 6 é um argumento
2
|20 j(z_n”) 5m -:6 ¢ um argumento de
—z,=—3e *=3e '’ ’'=3e°? Z;
,2n _2n -g+n é um argumento
z,=3e *=3e ? e
10. Calcule
10.1. (1+1)°
Seja, z=1+1
|z =V1+1=+2
tand ! 1
= —= T T
:>¢9:—,Arg(z):z
(l,l)el.OQ

Pelo que, z= De*

10.2. (V3 —1)6

Seja, z=~[3-1
A= y(¥3) +(-1) =V =2
-1 3

tanf=—=——
J3 3 :>6?=—£,A1rg(z)=—Z
6

(ﬁ,—l)er ©
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8

Pelo que, z =Zel

3. (x/§+?;i)
(20)
Seja, z=+/3+3i
l2]=y(V3) +3* =vI2=2\3
3 —

tané = =3
V3 :>6?=£,Arg(z)=

v
(\/5,3)61.0(2 3 3

Pelo que, z o NTE

6 (61

(\/§+3i)6 _ 48 =(2\EeigJ (2\6)6 e{?] —1728e% =1728¢° =1728
Seja, W=(2i)5 =2°1° =321

NG
(@+31) _1728 17280 _1728( _ .
(21)’ 321 32¢° -32

104, (1+i) " —(1-1)"

Seja, z=1+1

|z =V1+1=+2

tanezlzl
1

(1,1)el.°Q

:H:Z,Arg(z):

NG

Pelo que, z= De*

107 10 .57

10
(1+1)" =2" =(ﬁel4] =(V2) e ¢ =22e't =320 =32
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Seja, w=1-1

el =L+ (-1 =2
1

tanf=_~=-1
an 1 :9:—%,Arg(w):—%

(1,-1)e4.°Q

Portanto, (1+i)" —(1-i)" =32i—(-32i)=64i

11. Apresente na forma algébrica os nimeros complexos seguintes.

11.1. z=

Z:(—zz’)3: -8i® _ 8i

B

Seja, w=1-1
of= (17 =2
Arg(w)=tan™ (_TlJ = —%

(1,-1)e4.°Q

Pelo que, w= De 4

(1-1) =w’ :[ﬁ e_izf ~(v2) TIPS PSSP

(-2i)" 8i _1

Portanto, z=-—""=—=
(l+i) 81
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(V3-i) ~(41)’

11.2. z=

Seja, z, =
AR ﬁ)i 1)2 Ja=2
-1 43
tanfd=—
\/§ 3 :Gz—%,Arg(zl)z—%
(J§,—1)e4.0Q

(%)

Pelo que, z =2e

Seja, z,=i " +1=1+i"=1-i

|ZS|:\/1+(_1)2 =2

tan0=_—1=—1
1

(1,-1)e4.°Q

2\ (A= 4
(1—2')422342(\/56_14] =(\/§)4e[ 4j=2:ez(7”)=4e_i”=—4

(V3-i) ~(4i)° | —64-(-64i) —64+64i

T
-1

Logo, z= ; = =
.43 19 Y Y
(1 +1) xe 12 —4xe 12 —4xe 12
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Seja, z, =—64+641=64(-1+1)
N
Arg(z,)=tan™' (-1)==
(-1,1)€2.°Q

3x
Assim, z,=64x~2e *

3z

64J§e

_—64+64i

Portanto, Logo, z =—16f[ [”]]:_16\/“[ ”j

71'

—4xe 12 _4xe gt
107

16yEe =162 ¢ 16J_(

=46J{4£;1J 86821

Calcule e apresente o resultado na forma trigonométrica

12.1. z=(J§—i)2+2e4%

Seja, w=\/§—i
ol=y(B) +(-1)" = A =2
-1 3
tanf=—==
\/§ 3 :ez—%,Arg(w)z—%
(J§,4)e4ﬂQ
Pelo que, w= 29(77j

57
COS-+ZS€1’1? =
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12.2. z=1+i+2J2 e © xe 12

.5 . -[5” T

—1— N —"F 1,9771' 1'37”
z=1+1+22 e 6 xe 2=1-i+22¢'° 12j=1—i+2\/§e 12 _1_j422¢e % =
3z

=1—i+2«/§(cos%+isen%j=1—i+2\/§[—g+§z}=1—z'+—2+2i=—1+i=\/§ei 4

C.A.
—1+1

|—1+i|:\/§

. a1 3z o
Arg(-1+i)=tan [—J— 2 , (-1,1)e2.°Q

13. Considere os nimeros complexos:

[y Y/ T
z,=2e* e z =4(cos—+zsen—j
8 8
Determine os nimeros complexos apresentando o resultado na forma trigonométrica.
r r iz
z,=4| cos—+isen— |=4e 8
8 8

13.1. z,xz,

T (n

LT
=

— iz 5 a iz z( j
7,x7,=2¢ “x4e ® =2¢ “xde % =8e¢'* ¥ =8e?®

13.2. —z, %2,

N 27 5 St .7 .3

2 . v
—zle§=—2€l4X(4918] _0e 2o 00T 1667 3200t ) 2320 F g2,
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5
1-iv3
14. Determine o médulo e o argumento principal do nimero complexo z= —( ( ) - ) -
—-1+1) x21
Seja, w=1 —\/§ 1

lw|=+1+3 =2

.5

tand = 3

(1,—\6)64.0Q

= Arg(w) :—%

Seja, u=-1+1
lu=V1+1=+2
1
tanf=—=-1
R | :Arg(u)zg—”
(-1,1)e2.°Q 4

.3

u=+2e *

Seja, v=21"=-2i :Zeiig

5
. 5 2€_l§ _l‘sl _l‘sl
(1—1@) ( ] 32¢ ° 32¢ °

Portanto, z= RPN 7 =1 7 T
(—1+1) x2i [\/55@] w20 2 de * x2e 2 4% x2e 2

.5 5

== S R

~32e * 32e °

881’(32—%) Qe 5

|lz|=4 e Arg(z)z—%
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15. Considere o nimero complexo z =(1+i)\/§ei5

Determine o menor valor de ne IN para o qual o nimero complexo z" é:

Seja, w=1+1

|w|=\/1+1=\/§
1
t ===1
and 1 :>0=£,Arg(z)=%

(1,1)el.°Q

Entao, w= ﬁel?

i i iz i 24 E ks
Z=(1+i)\/§€13 —2e*x2e3 :Ze(4 SJ:Ze 12

77\ ;7nx
z =|2e!?| =2"e 12

15.1. Um numero real negativo.

Z”eIR<:>71n—2ﬂ=7r+2k7r, keZ

sSTnr=12r+24kr , keZ
< 7n=12+24k, keZ

no12+24k 4,
k=1
12424 38
7

k=2
12448 60

7 7
k=3
po12+72_84 1, iy

7 7

O menor valor de n para o qual z" e IR™ é 12 e obtém-se para k=3
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15.2. Um ndimero imaginério puro.
0o . . nmr &
z" é imaginario puro, entao, E:E”{” JkeZ onr=6r+12kr < 7n=6+12k, keZ

6+12k
n=

L kel
k=1
n=6+12=§¢1N
k=2
n=6+24=@¢IN
7

k=3
n=0%36_%2_ ¢ N

7 7

O menor valor de n para o qual z" é imaginario puro é 6 obtém-se para k=3
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