& MATEMATICA

|2,| =[2- 21| = /22 + (-2)" =B =22

Sendo Arg(2 - 21) =0, tem-se tan@ = _72 ABe 4°Q, ou
seja, tand =—1A 60 e 4.° quadrante, entdo 6= —% .

Portanto, z, = 2/ 2¢ .

z=(2- 2i)3 = (Zﬁe_:i )3 = (2‘/5)3 e_%ui = 16\/56_%"i

21. zZ+bz+c=0e (—1+\/§i)‘+b(—1+\/§i)+c=0<=>
<::~(—1+\/§i)2 +b(—1+J§i)+c=0<:>
& 1-2V3i+3i> =b+/3bi+c=0

©1-243i-3-b+Bbitc=0
@—2—b+c+(\/§b—2\/§)i=0

©2-b+c=0AV3b-2V3© c=2+bAb=2c
Sc=4nb=2s
Portanto, b=2Ac=4
22. z=-1++3i

i =1 43 = (-1

Se Arg(—l + \/31) =

.2n
tand = 7 i
-1 =>0=? ,logo z, =23 .

fe2°Q
7z _2e’ i(%nmJ
e
z, €
= ¢ um nimero imaginario puro de coeficiente negativo se
Z;
2n T 2n

—+a=——+2k7t keZoa=-——-—+2knkeZ
3 2 2 3

<:>a=—7?n+2kn keZ

Como ae[-n, 7, a=_7?n+2n=5?n.

3.1. Sejam z =+2i-v2 e z, =—J§—i.

|2l =[V2i-v2| = \/ ) +(v2) =i =2
Sendo Arg(—Jz + Jzi) =
tm&—_%——l 34}

0e2°Q
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3.2.

3.3.

4.1.

Complexos Global 2

i3*
Portanto, z, =2e ¢ .

|z2| = |3 —i‘ = \/(-ﬁ)z +(-1) =v4=2
Se f= Arg(—\/g - i) :

an i -1 _\3
3 3 =2p=-—
Be3’Q
e
Portanto, z, =2¢ ¢ .
i 3n 5
z, et i(—"+ ") LI
=1 == 476) gz g 12 L NN
z JIFEL 12 12
2 2€ 6

o 5n 5w
e 12—cos —— |+isin| ——|.
12 12

Por outro lado:

L VB (E-2)(B+) i34V

T i (-3 —i)(‘\/5 +i) - - \/g)z—iz
J6—+2 .\ _J6-2
4 4
entdo,vem: ) ] _ _
cos(—_s_n_)ﬂsin[—_s_“_J _ J6 —+/2 . _J6 _\/zi
12 12 7 :
< COS(_%)= ‘/g;‘/i /\sin(—f_;)= —\/64— 2

. (n) . (671 5n] . (n 51‘5]
sin| — |=sin| ——— |=sin| ———|=
12 12 12 2 12

=cos(_5_u)=«/3—«/5

12 4
(n) (61: Sn) (n 511)
cos| — [=cos| ———|=cos| = —— |=
12 12 12 2 12
L (_5_n]=\/_+«/_
12 4
Logo
(n) . (n) V6442 642 2V6 6
cos| — [+sin| — |= + = =
12 12 4 4 4 2

w=le 2| =¢ "

O afixo de w”, no plano complexo, pertence ao semi €ixo

positivo Ox se —f2n=2kn,keZeneN.

—f—:n 2kn,keZArneN <
12
<:>n=—5—><2k7t keZArneNos
h1s

@n=—%,keZAneN

O menor valor de » natural, nestas condi¢des, obtém-se
quando k=-135, tendo-se n = 24.

(A g

k=0
iz 30 iﬁ & ul 2n lZQn |30n
=2e°x) |e? —2¢6x| e"+e+e 3 +..4e ® +e 3
k=0
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2% 297 .30m
i i i

2
e’,e?,e?,..,e 3 ee 3 sdoosprimeiros 31 termos de

LT
i
uma progressao geométrica de razdo e e cujo primeiro

termo é 9. Assim:

3
i®
_ 3
& 30 i% k iz l [e J
6 3 - 6 0
2e XE e =2e0x|e'x p

1-e?3

ix — iT
=2e°x 1><1 elﬂ = ELUISY M
1—6:lg
i 1—ei3 i .. W
=2e°%x|1- =2e°%x1=2| cos—+isin— |=
i 6 6
1-¢3
3 1. s .
=2 £+—1 =3 +i
2 2
4.2. Tem-se:
i74_ 2ill i18x4+2_ 2i2><4+3 iZ_ 213
Z,=— oz, = . Sz, =—
i-3 i-3 i-3
—1—2(—i) —-1+2i
Sz,= SOn=——
i-3 =3 +i
(-1+2i)(-3-i) 3+i-6i-2i’
<322=‘—_—.c>zz=f
(-3+i)(-3-1) (-3 -2

5-5i 1
Sz, =

———i

—eoz,=

10 2 2

=L () _12_\/1+1_ 1_\2

27272 2 2 42 V27 2

Se Arg(l—liJ=9,
2 2

' _1

tanf= 2=-1 x J2
1 — Assim, z,=—¢ *
D) 2
0ecdoQ

4.3. Sejaw =|w|e’. Entdo, w = [wle
Substituindo na equagéo:

619)3 x(‘w|e_19) _ (Qe—i;‘] o

2

—i6

W x#=(z,)" ©(|w

5.1.

5.2.

Complexos Global 2

5w

z, 1+2ie ¢
W=—C>W=ﬁ
z, 1+i/3

gt . S0 .. Sm
z,=1+2ie ¢ =1+2i| cos—+isin— |=
6 6
=l+2i[—€+%i)=l—«/§i—l=—«/§i=«/§e_2i
=i+ (5] =2

Se Arg(1+ i\/§) =0, tem-se:

tan«9=T=>9=£ . Assim, z, = 2¢° .
fel°Q

et iz 5
= n =76 =TC

2e3

Tem-se que z, =1+iv/3, logo z2=12, =1-iv3.
Representando o tridngulo [4OB], no plano complexo:

K405y = 0A+ OB+ AB= m@
e[z + 243 = B
=2+42+23=
=4+ 23 uc.

6.1.

—\4 —\4
<:}|w|3 esigxlwl e = (‘/72} et o ‘w|4 e2if = (%J ein

2

4
©|w|4=[7} AN20=-n+2kn, keZ <

©|w|=\/22/\6’=—g+kn,keZ©

2 -2 2 it
@w:J—e va=\/—22€2<=>

V2. V2.
Sw=—-ivw=—xoi

2 2

S={—‘/5i,‘/§i}
22
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Tem-se que a multiplicagdo de um nimero complexo por
i=e? corresponde a rotagdo do seu afixo segundo um

A . T . iy .
angulo de amplitude 5 radianos, no sentido positivo. Assim,

e sendo B, C e D os afixos os nimeros complexos z2, z3 € za,
respetivamente, tem-se:

2, =iz ¢ 2, =i(V2+ 22i) & 2, = 2V2 +2i

z, =itz © z,=i(-2V2 +2i) & 2, = V2 -2V2i

z=iz &z, =i(—V2-22i) & 2, =242 -2i

Portanto, B(-2v2,v2), C(~V2,-2V2) ¢ D(2v2,-2).

6.2 Area pedida = Area do circulo de centro O e raio [OA] —

— Area do quadrado [ABCD]
Area do circulo de centro O e raio [04]=mx («/E )2 =10m.

Como [ABCD] ¢ um quadrado de centro em O, o tridngulo
[AOD] ¢ retangulo em O.

Pelo Teorema de Pitagoras:

4D’ =04" +0D" =(V10) +(v10) =20

Logo, a érea do quadrado [ABCD] ¢ igual a 20 u.a.e a area
pedida € igual a (10 — 20) u.a.
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(2-i) +4er+3431

. 8et =
3e'i5
3-4itdi+33i (V2 JE.J_
= - -5 +—i| =
3en2 k2 2

Co 3B
=3+3\7{§1+4\/2+4\/2i=(—n)+4‘/2+4‘/2i=

3ei2 ez
. B B 7 B B )
=1+.n£1+4\/2+4\/2i =26; +4\/2—4\/21 z=1+3ief=Argz
ellz elli \z|=\/E=2
i(ﬁ_i] _ _ K3 _ _ tan9=\/§39=£
=2e" W2+ 442i =2e+ 42 -42i |oe10 3

=2(%+%i}+4\/§+4«/§i =V2 420+ 42 + 420 =

=52 +5V2i
K. w =i (20V3 -20i) = i*xi”x(20V3 - 20i) =

= ()" xi?**2x (203 - 20i) = 1xix (203 - 20i) =
=—ix(20v3 -20i) = 20-20¥3i
Assim:
= |-20 - 2043 i| = \/(—20)z + (—2OJ§ )2 =~/400+1200 = 40
Se 0= Arg(—zo— 23 i) :

_—20\/5 2n
tand = 20 z0=—2—3n,10g0w1=40613.
0e3°0

Por outro lado, w2 € uma raiz cibica de w1 quando e apenas
quando w1 = (w2).

BUSY 30m RUL3 =
(w2)3=[23/§eng =(23/§)3e 9 =8x5e ® =40e 3 =
—w, 1‘;"=—2_"+4n

Como w1 = (w2)*, podemos concluir que de facto w2 é uma
Unica raiz cibica de w1, como queriamos mostrar.
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¢1 (J§+i) —i(3+2J§i+i2) —i(3+2J§i—1)_
) w=(2 ifT 2= Yerr2 | 8+2
e? | +
—i
—i(2+2\/§i) 2J_ 2i_ V31
—T3 g
,’— — \/Z =.Se O=Argw:
tanH—T 3 :'9:5?1: - w=§e‘56n

0e2°0

O afixo de w esta no interior da circunferéncia, pois |w| =—

2 -
e §<2. A inclinagdo da reta r ¢ S?n e Arg(w)=%n .

portanto, o afixo de w esta sobre a reta r.

0.4 |a]=1¢ ZZXEZ=|22|2=(3\/§)2=18
2|z ZZXEzz\/EXI 18 _ﬁe_ig_ 18x(—ﬁi)

BN T N1 (i)
( —211) 182i
2 cos—+1sm— 5 =
2[ L —1J+9\/—i=—£+£9\/——£}
2 2 2
0.2 = 1-b0- - Hh—s] =
=|1—e2“’ =|l—(cos(2a)+isin(2a))| = F=e

|4=1
= |(l— cos(2a))+ isin(2a)| =

=\/(1—cos(205))2 +(Si11(20€))Z =
=\/1—2cos(2a)+cosz(2a)+sin2(2a) =
=\/1—2cos(2a)+l =\/2—2cos(2a) =

= \/2 - 2((:052 - sinza) = \/2— 2(1 —sina — sinza)

=\2-2+4sin’e =/dsin’a = 2|sina|

1.1 5+ =2¢ 4+(3+41)

= \E[cos(—%)+ isin(—%))+ (3+4i) (3+4i)=

J—(ﬁﬁ

—7—71J+(9+241+161 )(3+4i)=

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt

Complexos Global 2

=—1—i+(=7+24i)(3+4i)=
=—1-i+ (—21—28i+ 72i+ 96i2) =
= —1—i+ (=117 + 44i) = —118 + 43i

3n

_ ‘3’264% 7= %/Eei(—%ﬂ?), k=

©z=%/5e_i§vz=%/fei%\,z={/§ei%
12.10- *"ibz (1-&1):(14)"x13-: i
V2e ﬁ(cos(—4)+isin(—4))
(1=V2i)xi-b (1-42i)(=i)-b
([f_fj -

{0.1,2}

2 2
—i=\2-b  2-b-i 2+b+i_
1-i 1-i “1+i

_ (V2+b+i)(-1-1) _ 2-\2imb-bimi-i® _
(~1+i)(-1-1) (-1) =i

3n

3 2
192 7=z ©z3=[x/§e_l4J ©z3=(\/§)ze_l7 or=2e 2

2 AZicbobiciel  —2=b+1+(2-b-1)i

2 - 2
_V2-b+1 A2-b-1,
2 2
w ¢ um nimero imaginario puro. Logo:
- 2;b+1A_ﬁ;b_l¢0 & V2-b+1=0A—~2-b-

o 2+1=bA2-12b ©b=—/2+1
Portanto, b=—V2+1.
{Z,Zcosx—\/gsinawyi:z1 C>COSx—\/§Sin+yi=l—\/§ic>

& cosx — 3sinx=1/\y=—\/§©

@lcosx——35inx=lAy=—\/§©
2 2 2
RS cos(zjcosx —sin (Ejsinx = cos(z) Ay = —\/E RS
3 3 3
= cos(§+ x) = cos(%) Ay= ENOREN
@(§+x=§+2knv§+x=—§+2kn, keZ)/\y=—\/§<:>

@(x=2k7tvx=—2?n+2kn,keZ)/\y=—\/5
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O menor valor de n€ N, obtém-se para k=0, ou seja:
n=3+6x0=3
Logo, n=3.
2, i
_ow 2e 2e 3 _
’5,3 z W1+1 27: 2TE

2n
2¢ 241 2| cos™" +isin |+1
’ ( 3 3)

e _i2n _i2® _j2n
2e ° 2 2e¢ ? 2e 3
2(1 \/—1}1 R LR CHN
2
2 n T,
—ie[ 3 2) 2\/36 6

3 3

i n6

A 3 . w=¢’ entiown=¢" e w"=e " portanto:

W Mo
2i 2
~ cos(nd)+isin(nd)— [cos(—n@) + isinOnHJ B
- 2i -
_ cos(nB) +isin(nd) - cos(—nb) —isin(-nb) _
- 2i -
_ cos(nB) +isin(nd) - cos(nd) +isin(nd) _
= 5 =
_isin(n@)+isin(nd)  2isin(nd)
- 2i 2
"1 1 cosa +isin(—a)  cos(—a)+isin(-a) _

sm(a +isin(- a) sin(ar) +icos(a)

=sin(nd)

- et ———
e e i - %“’ _ 4 4 . € um argumento de z
= = =e = 'tz =0z +Z\/§+1=0 S
n (= (2] {{1 ! ( ) |7[=~3
cos| ——a |+isin| ——a | e\? s . ﬁ
) 2 2 @Z(Z + 3+1)=0© [1111(7—_\/7 -
—e_15=cos[—2)+131n(——) 0+ix(-1)=—i oz=0v+3+i=0s fe4”Q
2 2 <:>Z=0\/23=—\/§—i<:> :>7?T[ ¢ um argumento de z
Portanto, z1, ¢ um imagindrio puro de coeficiente negativo —
negativo, ja que Re(z1) =0 A Im(z1) <O0. oz=0vz=i=-3-i ©z=0vz= V2e © o
T i{7228)
i*"“x[e'iJ -1 ez=0vx=32e"" */k=0,1,2
dn -+ in 2 . in 2
] B B (1 X ix € —l) B (1><e —1) 7n JJon 3l
“Z 5= 2il0 T Tyl 2><(i4)z><i2 <:>Z=0\/Z=%/§26:18\/Z=%/§e '8\/Z=%f§e 18
(-i=1)° P42l 2i “ 1 EA +z3|z= ¢ +3+i] =|cosm+isinm+3+i =
= = =—=-i,logoz=z1. : 5 5
2><1><(—1) -2 -2 5
i 6n i i =/l cosZ+3 |+|sinZ+1]i| =
w. = _ 24r1+2 - i4 ><iZ= __i2=_+1= - = -
15.4 = =) i I-i > 3 2
1+1—l 1 1+i z=1+1 e/):Arg(:) 3 3
=——=—=————==  ||=V1+1=42 =|[lcosZ+3| +|sinZ+1] | =
1-i  1-i (1—1)(1+1) nd ] : 5 5
1 \/— = {961.“036:1
=—(1+1 =—><\/— R r ’ ’
2( ) z=\2¢" =(cos£+3) +(sin£+l) =
. 5 5
.3 n _ s n__ _ __
’Qz(l wz) +1=0& (-iw,) = 1<:>[ 1e6) =-1 —cost F 4 6c0sE+94sin? 4 2sin® 4 1=
5 5 5 5
LENEIAY ISR, AW IS e b3 . B
@{e 2e GJ =—1©[e( 2 ()] -_1 Q[GSJ =1 =cos g+sm g+6c0sg+25m§+10—

=1+ 6cos£+ 25in£+ 10 =11+ 6cos£+ 2sinE
5 5 5 5

T
i—n

ol —et e §n=n+2kﬂ,keZ©n=3+6k,keZ
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NU
i-|e*
! W—i_(zz)m_ [ J o el z=—l1+i e 0=Arg(z)
O N B o Fe i

Jmn 6=-1 3n

i3 oy =
i 3T ) e e loero T

m—m———— = —¢ = 3
V3B B 3 z=V2e
“q zl=\/§+i=2eigezz=eig

z=~3+1i ef=Arg(z)

n
L i(LE) =B+1=2
(z,xz,)" =|2exe® | =|2e'¢° i .
[mn 0= L = \/?
T B3 36:%
n " n 0el’0
=[2e3 | =2"¢? g
+i=2e®

(Z"Xi&njeﬂw @ﬁn=2k7t,keZ<3
30 30

©n=£x2kn,keZ©n=@k,keZ
11z 11

Portanto, o menor valor de » natural para o qual (z1 x z2)" ¢
um numero real positivo, n = 60, ¢ obtido para k= 11.

n 1 Pretende-se determinar w = x + iy, tal que w? =7 + 24i.
(z+iy) =7+24i & x> + 2xpi+ i y? = 7+ 24i
¥ — yz -7

(- )+ 2xi=7+241 <
( y) Y 2xy =24

2
xz—(g) =7 xz—ﬁ=7 X =T7x"-144=0
o * o x o 12
2 y=12 y=—
y= S X X
x2=7i«/(—7)2—4x(—144) »_T%25
IEN 2 SN 122 SN
y:E y=—
x X
x=16vx*=-=9 . xX=16vxed x=16
= 12 = 12 = 12
y=— y=— y=—
X X X

x=4 |(x=-4
=3 v
y=3 |(y=-3
/7'! 2 As raizes quadradas de z1 =7+ 24isdo 4 + 3i ¢ —4-3i.

P-Zi+t16(z—i)=0 -2+ 162—16i=0
Como z2 =i ¢ a solugdo da equacdo, podemos recorrer a

regra de Ruffini:
1 —-i 16 -—16i
i i 0 16i
[ 1 0 16 0

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt

Complexos Global 2

2 -2 i+162-16i =0 (z-i)(z*+16) =0 =
Sz-i=0vZ+16=0z=iv’=-16

Sz=ivz=—/-l6vz=4/-16 &
Sz=ivz=—4divz=4i

. . T N 3
K 1 Seja zl=|zl|e'€ , com He]g,n[.Entao, z =|z(,| e

Se g<9<n,entﬁo 37“<39<37I.S€ 396:'37“,375[,0

4X. 2 afixo de z* ndo pode pertencer ao terceiro quadrante.

ZyX 2 =|z3|2 =(2\/§)2 =12

Xz 12

3
8§ 8 2

Como z, = |z2|<:ig , 2=

o T 9 9n
z iz i—= . .
2 =(e3j =[e3)=el3n=eln=_l
|=|

— 9
Portanto, ﬁ+(iJ =2+(—l)=
8 |=.|
(9.1 () =zit 2z & (14 2i) = zi+ 22
e (1+2i)(1+2i) =z(i+2) &
& (L+4i+ 4i*)(1+ 2i) = 2 (i+ 2)
o (S3+4i)(1+20)=z(i+2)
& -3-6i+4i+8i’ =z(i+2) <
—11-2i
—_—
i+2
(-11-2i)(2-1) 22+ 11i- 4i+2i’
Sz= - — &z =
(2+i)(2-1) 4+1
24 +7i 24 7.
=

z=——+—i
5 5 5

U 7.

1‘)2 A solugio da equagio é z = —?+%1 .

Dado que z2 ¢ uma das raizes cubicas de w :

W=(zz)2=(4_\/§i+i4n+2018)3 =(4—\/§i+i4"><i2018)3

S-11-2i=z(i+2) &z =
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= (4= B i) = (4-Biri?) =(4-VBin1) =
(33 - (E) -
= (9-63i+31)(3-+31) = (6-63i)(3-+3i) =

=18 - 6/3i+18i* = -244/3i

2' Q. Oponto D obtém-se do ponto A por uma reflexdo de eixo
Ox. Portanto, o numero complexo cujo afixo é o ponto D ¢ o
conjugado de z, ou seja, z= pe~ .
O ponto B obtém-se do ponto D por uma reflexdo central de
centro O. Logo, o nimero complexo cujo afixo ¢ o ponto B ¢
o simétrico de = pe~ 1, ou seja, é —z = pe~ 0~ = pein=0),
Finalmente, o ponto C obtém-se do ponto A4 por uma reflexdo
central de centro O. O niimero complexo cujo afixo ¢ o ponto
C é o simétrico de z, ou seja, —z = pe'@+ 9,

z "1 |z|><z2 =zf (i)lzlx(lzlem)2 =(\/§—i)3 P

) 3
©|Z|><|Z|2ei”=[2e_l:J s

3 2 s FELS [mn[):%:—ﬁiﬁ n
ol =2c ¢ o 1 S0 TU
0e4°0
LT n
<:>|Z|36i29=8e Yo Vi-i=2¢

©|z|3=8/\26=—g+2k7t,keZ©

_i® i3l
Sz=2¢ tvz=2e*
. o
2).z weo 1n1verso de z1 1zz.

w= = = z=+/3~-i ef=Arg(z)
z,Xz, (\/g—i)(—2i) \:\:M:Z
- 1 — ln Jlanﬁ:%’fé:ﬂg:,,
2¢ Sx2e 2 43(_57] [96430

22, Yo VY

- TEoEe w=(2+2i)x(1+3i)

7, =2+2i=|z]e"
i z|=Va+4=242
ow=22¢c'x2e o i \/Tz z:f
0, =arctan—=—
i(2+3) : i * 2
ow=42¢" Vo w=d2en z, =143i=|z,[e"
Tn |z,|=+1+3=2
w =442 e Argw=-—
| | g 12 ()Z:'dl'ct'dll\/jzﬁ

3
Z‘S . Sejaz=x+ iy, entdo, z=x — iy. Substituindo, na equagao:

2(x+iy)+3i(x—iy+2)
1+i
& 2x+2iy+3ix+3y+6i=13+13i+4i+4i’ =

=13+4i

& (2x+3y)+(3x+2y)i+ 6i=9+17i

. . 2x+3y=9
@(2x+3y)+(3x+2y)1=9+111 =
3x+2y=11
x=9_3y 9-3y _
2 X=— x=3
9-3 =4 2 @{ _1
3x 2y+2y=11 27-9y+4y=22 V7

Logo, z=3 +i ¢ a solugdo da equagdo.
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k=21

—-i

Z_L" z+2i=iz+h o z—iz=k-2iz=

_ k-2i
I O

B w=(kl__2ii)(2+2i)@ w=(k—2i)(21+_2ii)©
(2+21)(1+1) -
=0+
2+4i-2

Yormiew=z(2+2i) e
z

& w=(k-2i)x

& w=(k=-2i)x o w=(k-2i)2ie

o w=2ki-4i* & w=4+2ki
Como Im(z) = 8, tem-se que 2k =8, ou seja, k=4.

26. |z+w|z—|z—v_v|2 = (z+w)x(m)—(z—v_v)x(;7)=
=@Etw)xEtw)—(-w)x(z-w)=
=zz tzwtwz +tww —zz+tzwtwz—ww=
=(@wtrzw)+(wz+wz)=z(w+w)+z(w+w)=

=(z+Z)(w+w)= 2xz+zxzxw;—w 2 Rl
W+ W
=4 x Re(z) * Re(w) 7 Rel)
. iZ iZ It vn z=1+1i e 0=Arg(z)
Y 2 LS O PR
1-i \/EC_% C_% [tang=1 _n

loe1e0™ "7

w=£= 260 _ 0 ~ ei(o_(%)) K

N T
2 [ 2 O quadrilatero [O4BC] ¢ um paralelogramo.

i
z=+2¢e*

l—i=T+i=<2¢ "

A0C = Arg(z) - Arg(w) = (g—gj rad =§ rad

1+ 2 (1+V2)+i ((1+J§)+i)(1+i)
i N2 -
=i 1-i 1-i (1-i)(1+1)
1V2 + (1442)ik ik 2 142+ (1442 1)1
- - - - -

\/§+(2+\/§)i_£ 12

2 2 2

2442

3_7[ ) _2+\/5_(2+\/E)\/§_
ta.n[g)— Q = NG = =1+2
2
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