<> M/\TEM/\TK:/\ PARA TODOS Matematica A 12.° ano

COMPLEXOS - GLOBAL

COMP

Nota: As perguntas assinaladas com ******* s3o opcionais. Nao fazem parte das AE de Matemadtica A

1. Sejaz =2-3i.Entdo:

D)

1.1.
) |z|=-1 (B) |z|=5 © |z|=+5
1.2
(A) Re(z)=2 (B) Re(z)=-3 (C) Re(z)=-2
1.3.
(A) Im(z)=2 B Im(z)=-3 (©) Im(z)=-2
2. Qual dos seguintes nimeros complexos é um imaginario puro?
Q) 2 B) 2+2 © 2
3. Seja z = x + yi um numero complexo. Entdo:
3.1 ~ ~ ~
(A) z=x+uyl B) z=-x+uy © z=x-uy
3.2.

(A) —z=x+uyl B —z=-x+yi (C) -z=x-yi

4.  Quais sdo as coordenadas do afixo de =3 — 21 no plano complexo?

@ (-3,-2) ® (-2,-3) © (3.2)
5. i*éiguala:

@A 1 B) -1 <o 1
6. " éiguala:

@A 1 B) -1 <o 1

7. i"? (neIN) éiguala:

A 1 B) -1 © 1

8.  Quais sdo as rafzes quadradas de —2,25 em C?

A) -1,5 e 1,5 B) -1L5el5 © -Lselb

D)

D)

D)

D)

D)

(D) |z| =13

(D) Re(z)=3

3

(D) Im(z)

2-2

-1,5e 15
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9.  Qual é o conjunto solugdo da equagdo x* +4 = 0 em C?

@ {22} (B) {44} © {-212} (D) {-41,4i}

10. O numero i ndo é solucdo de qual das seguintes equagdes em C ?

) 2% =7 (B) z=-z © Z-=1 D) zxz=1

11. Qual das expressdes seguintes representa um nimero real?

LT LT
1— 1—

) o (B) 3¢7 © - D) ¢~

12. Qual das expressdes seguintes representa um nimero imagindrio puro?

LT LT
1— 1—

) o (B) 3¢7 © - D) ¢~

B B

13. Seja z = - 71’ . Qual é o argumento principal de z ?
T V4 7w r
A) — B) —-— c — D) -—
@ ; ® -7 © ® -4

: ’ T . T : :
14. Considere o nimero complexo w = 2 (cos 3 + 1sen 5) . Uma das alternativas seguintes apresenta um

numero complexo igual a w . Qual?

(A) —2(cos£+isen£j (B) —2(sen£+icos£j
3 3 3 3

© 3[cosz+isen£j (D) 2(cos7—”+isen7—”j
3 3 3 3
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15. Sejaz = 23

15.1. Entéo o conjugado de z é:

@A) -2 (B) 2-¢3 © 25 D) 2°

15.2. O simétrico de z é:

A -2 (B) 2-¢3 © 25 D) 25

LT LT
. , 1— 1— ~
16. Considere os nimeros complexos z=2e e w=23e *. Entdo:

16.1. zwéigual a:

1v77r 7 7

s iz iz 2z
(A) 5e'? (B) 6et'? ©) 6e (D) 6e 12

1
16.2. — éigual a:
z

A %eig (B) %eii © 0o3) (D) %e{gj

16.3. Z ¢ igual a:
w

@ et ® 2o © - © Ze
3 3 3
17. 2¢'® éumaraiz quarta de um nimero complexo z .
Qual dos seguintes nimeros nao é uma raiz quarta de z ?
S5 2 Alx 4

(A) 2¢ ¢ (B) 2¢° © 2¢° (D) 2¢°

18. Em qual das opgdes seguintes se apresentam duas raizes cibicas de um mesmo nimero complexo?

T 5w T e 4

(A) eig e €3 (B) eig e e° © e® e e6 (D) eig e ei

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

19.

20.

Os vértices de um triangulo sdo os afixos, no plano complexo, das raizes ctibicas de um nimero complexo.

Em qual das seguintes figuras pode estar representado esse triangulo?

(A) (B)

Im(z) Im(z)

y A

\
Qd Re(z) Y

© (D)

I
m{z) Im(z)

N

Re(z)

P o

Re(z)

Seja z um niimero complexo ndo nulo. Sabe-se que o afixo de z pertence ao 2.°

quadrante e esta sobre a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes pares.

Na figura seguinte estao representados os afixos de quatro nimeros

complexos.

20.1. Qual dos pontos pode ser o afixo de Zs
z

A) z B) =z © =z

20.2. Qual dos pontos pode ser o afixo de z x z
@ 7 ® =z © =

Im(z)
ZZ
z 0
Z4
D) z,
(D) 2z,

Re(z)
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21. Na figura estdo representadas, no plano complexo, as bissetrizes dos 1.° e 2.° quadrantes.

Im(z) &

o
-

0 Re(z)

Qual das seguintes condicdes define o dominio plano referente a reunido das duas bissetrizes?

(A) Arg(z)zszrg(z)zg—ﬁ (B) Arg(z)zz/\Arg(z)zg—ﬁ
4 4 4 4
© Z<Arg(z)<3—7r (D) ZSArg(Z)SS—7r
4 4 4 4
22.
Na figura seguinte estao representados, no plano complexo, os pontos A, B Im(z)
e C, imagens dos nimeros complexos —1 + 1, —1 e i respetivamente.
Est4 também representada a circunferéncia de centro A e que passa em Be
C.
Uma condicdo em variavel complexa que define a circunferéncia pode ser:
, . 5 O Re(2)
@A |z+1=|z-1] B) |z-1|=]|z+1] ?
© |Z+1—i|:1 (D) |Z—1+i|:1
23.
Qual das condicoes seguintes define o 1.° quadrante no plano complexo?
(A) Re(z)>0aIm(z)>0 (B) Re(z)<0alIm(z)<0
(© Re(z)>0alIm(z)<0 (D) Re(z)<0Aalm(z)>0
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24.

A reta r, representada na figura seguinte, contém as bissetrizes dos

quadrantes pares.

Qual das seguintes condigdes pode definir o dominio plano que se

representa com cor na imagem, incluindo a fronteira?

(A) Im(z)=-Re(z)

(B) Im(z)<-Re(z)

3
w

Vi
© 7 < Arg(z) o

IA

w

T

r
(D) -7 < Arg(z) < o

Im(z)

Re (z=)

25.

A condicao |Z| < 1 define um conjunto de pontos representados a cor numa das figuras seguintes. Qual?

(4)

Im(z) |

0 Re(?)

©

Im(z) &

Re(z)

(N
N

(B)
Im(z) 4
+ 5 4 e
(D)
Im(z)
[ ]
o "Re(2)
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26. Seja z = -3 + 2 um ntmero complexo. Qual é o nimero complexo cujo afixo é transformado do afixo por

uma:

26.1. rotagao de centro na origem do referencial e angulo de amplitude % ?
(A) -3+2i (B) -2-3i © -2+3i (D) -3+2i+ %

26.2. rotagao de centro na origem do referencial e angulo de amplitude — % seguida de uma translacdo de

vetor fz(l,—l)?

A -3-2 (B) 3+2 © 3-2 (D) -3+2

27. Seja M (a, b) o afixo de um niimero complexo.

Quais sao as coordenadas do transformado M por uma translacdo de vetor ﬂ(l,O) seguida por uma

homotetia de razdo 2 ?

(A) (2a,2b) (B) (a+Lb+1) (B (2a+L2b+1) (D) (2a+2,2b)

28. Considere os numeros complexos z, =—1+1 e z, =2+21
28.1. Represente z, e z, geometricamente
28.2. Escreva z, e z, naforma trigonométrica

Z, +2
28.3. Calcule /=== . Apresente o resultado na forma algébrica.
Zl

3 N . sy
28.4. Calcule y/z,” sem recorrer a calculadora. Apresente os resultados na forma trigonométrica.

29. Considere os nimeros complexos definidos como se segue:
1 o . 5Y/4
w, == e w,=—sen| — |—icos| —
1 4 4
29.1. Escreva w, e w, naforma trigonomeétrica

w,w. . .
29.2. Mostre que ——2 representa um imaginario puro
Z’UIZ’UZ
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30.

31

32.

33.

34.

2 5%
Sejam z,=e ® e z,=2e *

30.1. Resolva a equagdo z+2z, |22 | =0. Apresente o resultado na forma algébrica.

30.2.

Represente, no plano complexo, a regido definida pela condicao

|Z—Zl|£|z—zz|/\|z—zl|£3

T
2

Sejam z, =—1-i , z,=/3¢ 2 e z3=\/§el[ )

. Z, xZ,+1 N
31.1. Determine 21222 "~ sem recorrer a calculadora.
Z
3

Apresente o resultado na forma algébrica

31.2.

Represente, no plano complexo, a regido definida pela condi¢ao

|z-2,|<V2AIm(z)>Re(z,)

Considere o ntimero complexo W =—21
T
~ 7 N
32.1. Resolva a equagao z [\/38 4 j =w+1 sem recorrer a calculadora.

Apresente o resultado na forma algébrica

32.2. No plano complexo, um dos vértices de um losango, com centro na origem do referencial, de perimetro
4+/5 ¢ 0 afixo do niimero complexo —2i

Determine os numeros complexos cujas imagens geométricas sao os restantes vértices do losango.

2
Calcule as raizes cubicas de (1 + \/gi )

Seja z, um numero complexo, tal que

C 3i+1-4/3
e
1

1

Escreva z, naforma trigonométrica.
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35. Seja z=a+~/2i, com aeIR.Mostre que 1 —Z ndo é um ndimero real.
Z

36. Seja z, =5i—2 um numero complexo.
Resolva a equagao z+z, =-2

Apresenta os elementos do conjunto solucdo na forma trigonométrica.

37. Resolva, em C, a equacio %—\/E(IH)Z:O

Apresente os elementos do conjunto solucdo na forma trigonométrica.

38. Determine a parte real e a parte imaginaria dos seguintes nimeros complexos:

1 3+5i |
38.1. —i(3+2i) 382 —— 383 2 384 i
1+31 1+71
3
38.5. (1-+2i)
z-1-1

39. Determine o conjunto dos nimeros complexos z tais que ¢ um imagindario puro.

Z+1+1

40. Considere os nimeros naturaisa, b, ced, com ac—bd #0
40.1. Determine numeros naturais ¢ e g tais que (a2 +b ) (62 +d” ) = (a2 +5° )
Sugest#o: utilize a igualdade, para nimeros complexos z e z' , |zz'|=|z]|z'|
40.2. Utilize o resultado da alinea anterior e as igualdades 90=81+9 e 68=64+4, para escrever o

nuimero 6120 como soma dois quadrados.

41. Determine o médulo e o argumento dos seguintes nimeros complexos:

\2
41.1. (1-i)’ 41.2. (1—z\/§)5 413. i gl—&)g
+1

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

i(1+\/§i)4

Apresente na forma algébrica o nimero complexo ( )9
-1+1

Considere o numero complexo z = \/ 2++/3 =i \/ 2-/3

2 ~ . .
Calcule z° e deduza uma representacao de z na forma trigonométrica

. - km r  krm
Seja w = re'’ um nimero complexo, sendo, paran € IN, 8 # — ou 0 # o +—, parak € Z
n n o n

—n
n

w'+w . o : .
Mostre que ———— é um imaginario puro, seja qual for o nimero natural n

n

w' —w
1Y 2 — i

Seja w = —(—,) +(1-21) . Mostre que w = 3+/2¢ *
]

. , 1
Dado « e IR, considere um numero complexo z tal que z + — = 2cos &
z

. 1
Mostre que, para todo o nimero natural n, z" + — = 2cos (na)
z

Seja w um nimero complexo ndo nulo.

—\2 —\2
Mostre que o afixo do nimero complexo definido por z = (w + w) - (w - w) pertence ao semieixo real

positivo.

T
. , i~
Considere o numero w = 3e 3 Im(z) 4

Y
= 7
48.1. Mostre que w” x e * éum nimero real.

48.2.

O afixo de w é um dos vértices de um hexagono regular, com @) Re(z)
centro na origem do referencial representado na figura ao lado.

Defina, por meio de um condicao em C, a regidao sombreada,

incluindo a fronteira.
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49.

50.

51.

52.

Na figura ao lado estao representadas: i) §
e acircunferéncia de centro na origem do referencial e raio 2 ; r
e aretar,quecontém as bissetrizes dos quadrantes impares; A

e 0 ponto A é o afixo de uma das raizes cibicas de 81

:1 0 Re(;)

49.1. Mostre que o afixo do nimero complexo w = ~———=+ se situa

no interior da circunferéncia e pertence a reta r .

49.2.

Defina, por uma condicdo em C, a regido sombreada (incluindo a fronteira) .

Considere os nimeros complexos z e w , definidos como se segue:

50.1. Determine p , para que |Z X w| <10
50.2. Determine ¢, para que:

a) oafixode z x w pertenca ao 3.° quadrante

b) z seja um imaginario puro e Im (Ej <0
w w

Seja z =a+bi, a,b € IR. Considere, no plano de Argand o retdngulo formado pelos afixos

zZ, Z, —Z € —2Z.

Mostre que a area do retdngulo ¢ dada por 4|ab| .

Considere 0s numeros complexos Z e w , tais que
z=3i, Re(w)>0, Im(w)<0e |Im(w)| <|Im(z)|
Indique o quadrante em que se encontra o afixo de:

52.1. z +w 522. z - w 52.3. z + Re(w) 52.4. z + w
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53. Na figura ao lado estdo representados os pontos A e P, que sdo afixos dos Im(z)
numeros complexos 3 + 3 e 2 — i respetivamente. .

O ponto A é um vértice de um quadrado, com centro no ponto P .

Determine os niimeros complexos cujos afixos sdo os restantes vértices do

Q
o
-
™
0

quadrado. Escreva-os na forma algébrica.

54. Na figura ao lado estd representado um pentagono regular, com
. : Im(z) 4
centro na origem do referencial.

Um dos vértices do pentdgono é um ponto do semieixo real positivo,

imagem geométrica do nimero complexo z =3

. . , 0 Re(z)
54.1. Escreva, na forma trigonométrica, os numeros complexos,

cujos afixos sdo os vértices do pentagono.

54.2.

Defina, por uma condic¢@o em varével complexa, a circunferéncia que circunscreve o pentdgono.

54.3. Considere o nimero complexo w , cujo afixo é a intersecdo do semieixo imaginério negativo com um

lado do pentégono.
Justifique que o afixo de w’ pertence ao semieixo imaginério negativo, enquanto a imagem geométrica

de w* pertence ao semieixo real positivo.

54.4. Os vértices do pentdgono sdo os afixos das raizes de indice n de um nimero complexo ¢ . Indique o

valor de n e determine c .
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55.

56.

57.

58.

59.

7T
. , 1— . . , , . .
Considere o niamero complexo 2+/2e 4, cujo afixo é um vértice de um quadrado com centro na origem do
referencial.

55.1. Represente o quadrado no plano complexo. Comece por determinar as coordenadas do vértice do
correspondente a 2+/2¢ *

55.2. Determine os nimeros complexos que definem os outros trés vértices do quadrado.

Represente-os na forma trigonométrica e na forma algébrica.

55.3. Determine a medida do lado e medida da diagonal do quadrado.

55.4. Para um qualquer nimero complexo z =re” , apresente na forma trigonométrica os outros nimeros
complexos cujos afixos, com afixo de z , sejam os vértices de um quadrado centrado na origem do

referencial.

Calcule as raizes quadradas do nimero complexo —8 + 61

: , T 7 :
Considere os nimeros complexos z, =2 cos G —-2isen e e z,=81

57.1. Escreva z, naforma trigonométrica
57.2. Mostre que z, é uma raiz ctibica de z,
57.3. Seja z, =i’z

Escreva |z,| em funcgéo de |z,| e Arg(z,) em fungéo de Arg(z, )

Justifique que a condicéo |z—ai|=|z—a| define o mesmo lugar geométrico que a condigio |z+ai|=|z-q],

com a real.

Mostre que Arg z+1 :£:>|z|:1
z-1 2
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60. Na figura seguinte estd representada a circunferéncia de centro no

_ Im(z) 4
ponto A e raio AB. A e B sao os afixos dos nimeros complexos B
. iZ
e” e e?, respetivamente.
A
. . -0 Re(z)
60.1. Mostre que o afixo do niimero complexo 1+1i pertence a
circunferéncia

60.2.

Defina, por uma condicdo em variavel complexa, a regiao sombreada na figura, incluindo a fronteira.

60.3. Seja C o afico do niimero complexo Die'? .

Justifique que C néo pertence a circunferéncia.

g
. , i—
61. Considere o nimero complexo w=2e *

61.1. Resolva, em C, a equacio |w|z° —w=0

61.2.

61.3.

Represente graficamente, no plano complexo, o conjunto definido por:

|z—w|§2/\—?iTﬁSArg(z—w)£—%

62. Considere o conjunto dos numeros complexos definido como se segue:
Az{ze(C:Im(z)<OARe(iz—%jzl}

Mostre que os afixos dos nimeros complexos do conjunto A pertencem a um semiplano.
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63. Considere o conjunto C dos nimeros complexos.

63.1. Seja weC: w= 2

V3 -i

Represente w na forma trigonométrica e mostra que w'? é um ntimero real.

63.2. : Im(z)
Na figura representa-se a figura que passa na origem do referencial e ™
tem centro no afixo de 2i . Representa-se, também, a reta r, que passa <

pelo centro da circunferéncia e interseta o eixo real em 2.

Apresente uma condicdo, em C , que defina a regido sombreada,

O,
»

incluindo . ", Re(@)

64. No plano de Argand, identifique o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos que satisfazem as

condigOes seguintes:
64.1. Re(z)=Im(z) 64.2. Re(z)=3 64.3. Re(z)=0

64.4. Re(z)=-Im(z) 64.5. Im(z)=-2 64.6. |z|=4

65.

Represente as regioes do plano definidas pelas seguintes condicoes:

65.1. |z|<2 65.2. |z—1-i|=|z+i]
65.3. —7r<Arg(z)<g/\|z+1|£3 65.4. OSArg(z—1)<%/\ 2=5 <2
65.5. |Z—1|<|Z—i| 65.6. |z—3—i|2|z—i|/\ Z—l—i >2
65.7. —ZSArg(£j<£v|z+1—i|s2

3 z) 3
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66.

67.

68.

69.

70.

Considere os nmeros complexos z, =3v2(1+1) , z,=3v2i e z,=3v2(1-i) cujos afixos

respetivamente, os pontos M,, M, e M,
66.1. Represente os pontos M,,M, e M, no plano complexo

66.2. Mostre que o quadrilatero [OM,M,M, ] é um trapézio retdngulo

z—1-1 1

Determine o conjunto dos afixos dos nimeros complexos z que verificam a condicao T
Z+1+1

sdo,

Dado um ntimero complexo z , considere os pontos M,, M, e M,, afixos, respetivamente dos nimeros

complexos z, z° e z°

68.1. Determine para que valores de z os pontos M,, M, e M, sao distintos dois a dois

68.2. Determine para que valores de z o tridngulo é retdngulo em M,

Determine o conjunto dos valores do nimero complexo z para os quais os pontos M,, M, e M,, afixos,

respetivamente, dos niimeros complexos 1+i, 1-z e 1+iz sdo colineares.

Mostre que a condigio |z —2i|=3|z+3| define no plano complexo, uma circunferéncia de centro no afixo do

V117
8

, 27 1. )
nimero complexo — ) _Zl e de raio
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71.

Defina por uma condic@o, em varidvel complexa, as regides do plano complexo representadas a sombreado

em cada uma das alineas seguintes, tendo em conta as informagdes anexas.

71.1. A e B pertencem as retas que contém as bissetrizes dos quadrantes

Im(z)

As, | B

Q Re(;)

71.2. A, B, Ce D sao os afixos, respetivamente, dos nimeros complexos 1+17,1+7, —-1-1 e 1-1

71.3. Ae Bsdo os afixos dos nimeros complexos —1—i e 141, respetivamente, a circunferéncia tem centro

em A(-1,-1) e B(L1)
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71.4. Aé o afixodonumeroreal a=-1

Im(z) 4
a0
+ * + . -
] jo Re(z)

71.5. A e Bsdo os afixos dos nimeros complexos —2—-2i e 1. Areta representada é a mediatriz de [ AB]

Im(z)
B
v % 0]7 Re(2)
- :q”..
e )
A;::_.--.-..\

71.6. A, Be Csao os afixos dos nlimeros complexos a, b e ¢ tais que:

Im(z)
o a=2i 5 A
. fal=[o
e Re(c)=-Re(d) B c
-2 0 2Re(2)

71.7. Os pontos assinalados na figura sao os vértices de um poligono regular com centro na origem do

referencial.

Im(z) 4

O~ Re(d

’
.
.-
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72. Considere um determinado ponto M , afixo de um nimero complexo z e o ponto A , afixo do nimero

complexo z, =1+1

72.1. Mostre que o afixo de i(z-1-i)+1+i é a imagem de M pela rotagdo de centro A e de dngulo de
amplitude z

72.2. Dado 6 € IR, propde uma expressao para o numero complexo cujo afixo é aimagem de M pela rotagao

de centro A e de angulo de amplitude 0

73.

Na figura seguinte esta representada a circunferéncia de centro no afixo do nliimero complexo 2+1i e que

passa na imagem geomeétrica do nimero complexo 2i

Im(z) &+, '

2
-
3
e® M N ’ ..
o[- B i . Re(z)
" e, ! . e Ve
. AR O R | gt .
2 v ' ' N >
. ’ ' ' . .
’ 1] L] . *

A partir do centro da circunferéncia, tracaram-se 18 semirretas (duas das quais paralelas ao eixo real) que

definiram 18 setores iguais. Sombrearam-se oito desses setores.
73.1. Escreva uma condico, em variavel complexa, que defina a circunferéncia.

73.2. Defina, por uma condicdo em variavel complexa, o conjunto das 18 semirretas, sem usares a conjuncao

de condicoes.

73.3. Escreva uma condic¢do em C, defina a regido sombreada.
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74. Num plano munido de um referencial cartesiano de origem O, considere as seguintes transformacoes:

e f:rotagdo de centro O e angulo de amplitude — z

e g:translaco de vetor u(1,2)
e h: translacio de vetor 5(—2, 1)

Mostre que foh=go f

75. Fixado um plano munido de um referencial ortonormado, considere um pentdgono regular inscrito numa

circunferéncia de centro A(2,2)

75.1. Sabendo que um dos vértices do pentdgono é a origem O , determine as coordenadas dos restantes
vértices.

75.2. Indique uma equacdo cujas solucoes sejam os nimeros complexos cujos afixos sdo os vértices do
pentagono.

76. Mostre que cos 2—”+cos 4—”+cos 6—” __ L

2

= o 7 . ~ .
Sugestio: Comece por mostrar que a equacio Z =1 e tenha em consideracio que a soma de todas as rafzes é nula.
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