& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 11.0ano

TRIGONOMETRIA FUNGOES 3 — AREAS

1. Na figura ao lado estdo representados, em referencial o.n. xOy , circunferéncia
trigonométrica e a reta de equagdo x = 1 . Considera que um ponto P se desloca
sobre a circunferéncia, no primeiro quadrante.

Para cada posicao do ponto P :

e seja o a amplitude do angulo orientado que tem por lado origem o semieixo
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positivo Ox e por lado extremidade a semirreta OP (a € ]0 ) gD ;

e seja f(x) aarea do trapézio [PORS] (S € o ponto de intersegdo da reta OP com

a reta de equagdo x = 1 e os pontos Q e R sdo, respetivamente, os simétricos dos pontos P e S em relago ao

eixo Ox).

a) Mostra que f () = (tan « + sin «<)(1 — cos o) .

Designemos por P’ e S’ as projecdes ortogonais de P e S respetivamente sobre o eixo O z.
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PP =sena:; SS =tga; OP’ = cosa,donde vemque PQ = 2sena ; SR = 2tga e
P'S"=1—cosa.

Comprimento da base maior = SR

Comprimento da base menor = PQ

Altura = P'S’

fla) :M x (1 —cosa)=(tga + sena) x (1 — cos a)

- ’ J . , 1
b)  Determina a area do trapézio, no caso em que a abcissa do ponto P ¢ 3

ol

Se a abcissa do ponto P € % significa que cos a =

senfa +cosf a=1

24/2 ;
& sena = \3[ (umavezqueaé}(),%[)
2/ 2
sen a 3 .
tg(l = osa % = 2\/5
Bl
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2. Na figura ao lado estdo representados, em referencial on. xOy , a
circunferéncia trigonométrica e a reta de equagdo x = 1 . Considera que um
ponto P se desloca sobre a circunferéncia, no terceiro quadrante,

Para cada posi¢do do P :

e seja a a amplitude do angulo orientado que tem por lado origem o

}J‘

semieixo positivo Ox e por lado extremidade a semirreta OP (a €

LY P
]n, 2 D ’
e seja f () a area do tridngulo [PQR] (Q ¢é o ponto de interse¢do da reta OP

com a reta de equagdo x = 1 ¢ R € o ponto desta reta que tem ordenada

igual a do ponto P).

(1—cosx)(tanx—sine)

a)  Mostra que f(x) = >

Designemos por P’ e Q' as projecdes ortogonais de P e () sobre o eixo Oy e Oz,
respetivamente.

A y

Nﬁ*
L ()

r's
v O

D

=y

P(cos a, sen «)

PR= PP+ PPR=|cosal +1=1—cosa,porque cosa < 0.

S

QR = QQ'+ QR = |tza| +|senal =tga —sena, porquetga >0 e sena < 0.

Base: [PR]
Altura: [QR)]
fla) = (1—cosa) ><2(tg « —sen a)
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3 4 .
b)  Paraum certo x € ]n ,771[ ,tem-se tanx = <. Determina f(x) .

1+tg21::0032;r etgr:% e J:E]n, &k [

2
16 1 -
L+ 9 — cos2zx 7
.25 1 -
9 T cosix
—ocos p — L o
<7 S .13—25\—r
) 3
v cosxr — — —/—
3)
Sen & i )
g = senxr =cosx X1gx
Cos I
) 3 4 4
senr = — — X 5/ = — =
5 3 5
() (34)
O d o 5 15 - 128
f(l')— 2 * 2 * rd=4
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3. Na figura ao lado estdo representados, em referencial o.n. xOy , a circunferéncia

trigonométrica e a reta de equagdo x = 1 . Considera que o ponto P se desloca y‘ k1 0 /R
sobre a circunferéncia, no primeiro quadrante. P

Para cada posi¢do do ponto P :

e seja a a amplitude do angulo orientado que tem por lado origem o semieixo 5 o "f -

positivo Ox e por lado extremidade a semirreta OP (a € ]0 ,ED ;

e seja f(a) a area do trapézio [PORS] (Q é o ponto da reta de equagdo y = 1

que tem abcissa igual & do ponto P, R ¢ o ponto de interse¢do OP com a

reta de equagdo x = 1 ¢ S € o ponto de coordenadas (1, 0)).

(1—cosa)(1+tan a—sin a)
2

a)  Mostra que f(a) =

Designemos por @’ a proje¢do ortogonal de @) sobre areta de equagdo = = 1.
Ay
1 Q/ R
P |9

"\(1
Ojl.

Plcosa,sena); Qcosa,1): R(l,tga); S(1,0); Q(1,1)

=y

Umavezque O <sena<1l:0<cosa<le tga>0.

RS=tga; PQ=1—sena; QQ =1 — cosa

Base maior: [R5 Base menor: [PQ)] Altura: [QQ)]

fla) = tg c’1+é— sena_ (1—cosa) = (1+tga—sega){1—cos a)

b)  Determina f (g) .

. . . R AV
3 (1+tgf_§—5611 % )(l—cos —3') (lJF \ﬁ— D) )(l— 5 )

o 2

L VBN 1
(%)< RSV RS U RS/
. _

4 8
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4. Na figura ao lado estdo representados, em referencial 0.n. xOy , a circunferéncia trigonométrica e a reta de equacao

x = 1. Considera que um ponto P se desloca sobre a circunferéncia, no primeiro quadrante.

Para cada posi¢ao do ponto P :

e seja a a amplitude do angulo orientado que tem por lado origem o semieixo 1

positivo Ox e por lado extremidade a semirreta OP (a € ]0 , gD ; _1_ ~LI/ R
e seja R o ponto de abcissa 1 que tem ordenada igual a de P ; @ o X
e seja c a circunferéncia de centro em Q(1, 0) que passa pelo ponto R . © [t~

a) A circunferéncia c interseta a circunferéncia trigonométrica em dois pontos

que t€m a mesma abcissa. Determina essa abcissa, em fungdo de « .

Uma vez que P tem coordenadas (cos a, sen a) com cosa >0 e sena >0, vemque R
tem coordenadas (1, sen ) .

A circunferéncia ¢ tem centro no ponto () de coordenadas (1,0) epassapeloponto R, logo o
seuraio¢ RQ = sena .

Uma equagio de ¢ serdentio (z— 1)?+y? =sen’ a.

(z—12+y?=sen’a [ 2?—2z+1+y’=sen’a
2y’ =1 o 2+’ =1

T

n {17?+y?21?+15t:112a B { 1-2z+1=sen’a { 22 =2-sen’ a
& f=— ~ ; v -

2?4y’ =1 2+ =1 2?4y’ =1 ~
 2—sgen?a 2—( 1—cos? a.) 1+cos’ a
r=———>5 T —_— X - 95
A & 2 A
2+’ =1 2y’ =1 2?4y’ =1
e ) ) : a1 +cos’ a
A abcissa dos pontos de intersegdo ¢

b)  Prova que a reta OP ¢ tangente a circunferéncia c .

— . ] ) . - . - sena
OP = P—0O = (cosa,sena),odeclive dareta OF ¢ entéo eosa —Eo. A ordenada na
origem € zero. Uma equacdo dareta OF sera y = tgax +0.

Vejamos que a reta OP e a circunferéncia ¢ se intersetam num e num s ponto.

cos

(x—1)7+y’=sen’a [ 2?2 -2x+1+tg°az’ =sen’a
y=tgaczx v y—=tgax o

2 -2z +cosfa=0

Py

& cos? a

= { (1+tg?a)z? —2z+1—sen’a =0
Tl

o . e
= lgar y=tgazx
P F o2 1 92 .
2_\/(‘—2) —4dx—5— xcos? a 2 .
L) O )t R { r=cos’a _
= = A 2 g <7
cos? a - cosma y=tgaxzx
_ . y=tgazxr
y= tgax ;
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. o .
. T = cos? a . T = CoS” o . 7 — cos? a
~ 2 STy . sena o = -

= : X COS” «v = - S Qv
Y g a X cos” « cos 0 Yy =sen a X Ccos «

Assim, o ponto de intersecdo da reta (P com a circunferéncia ¢ ¢ Unico e tem coordenadas

(cos? a, sen a x cos a), pelo que areta é tangente & circunferéncia.

g

Seja f: [—g ,2?”] — R a fungdo definida por f(x) = 2 — 4 sin (x - g) .

a)  Determina o zero da funggo f'.

f@)=0 A ze|- L, 2]

2—4sen(r—%>:oA 1’6[—%,%]@
oo 8) -4 » wel-F.2F]

@(1’7%:%+2kﬁ V- =m—¢+2kn keZ) A IG[—% 23;7 -
s(e=F+2kr vao=rtokn ker) A ze[-4 2ler=1

b)  Indica o contradominio da fun¢ao /.

Sejam f1, fo, f3 e fi funcdes reais de variavel real definidas da seguinte forma:

f1: f’T‘%} — R tal que fi(z) =senzx
£y 7% 2 ] — R talquefg():sen(;r—%
fa: __% T] — R tal que f3(z) = 4sen (I’—%)
[ ! 27 — 1 g T
foi =5 T] — R tal que fy(z) = —4sen (.T-?)
Seja f [ %ZT’_} — R talque f(z) =2 — 4sen (1’—’6—_1)
Sabemos que o grafico de fi € Entdo o grafico de f5 ¢
yll A
1 1
™ _r
-5 ‘ 3 0 f2 .
0 b 'd / 2w X
i ; 3
1 -1
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O grafico de f5¢é O grafico de f; é Entao o grafico de f ¢
A V A y A y
4 a4 6

b 4

b3 4

a i)
3

et —4

O contradominio de f € entdo o intervalo [ — 2, 6]

Sejam A4 e B os pontos de intersecdo do grafico da fungdo f'com os eixos Ox e Oy , respetivamente.

Sejam P e Q os pontos do grafico da fung@o f'de ordenada maxima e minima, respetivamente. Seja C o

ponto de intersecdo da reta PQ com o eixo Ox .

Determina a area do triangulo [4BC] .

Na alinea a) vimos que o zero de f era % logo {(% O).

f(0) =2 —4sen (U—%—) :2+4sen( g):2+4>< %:4,10g0 B(0,4) .

i

Como foi visto na alinea b), P( -3 ,6) € Q( 3 .

P

Base: [AC]| Altura: [OB|

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt Pagina7|8


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

Matematica A

11.9 ano

Comecemos por escrever uma equacio dareta PQ :

TQ:Q—P:(?.—z)—(—g,ﬁ):(r,—S).logo m= -
y:—%x—l—b
Considerando o ponto P( - % 6) vem
6 = —g(—%)w@b: Lt o=
n > 5] e
U N .8 10
ma equagio dareta sera y — — ST+ 5
10
8 10 . 8 10 3 107 _ B
OZ—FI‘—F 3 & L r=3 Sr= é =T = "5 T= 5
5 N _5m iiil -5
c( - o) Entio, AC =22 - L =% ¢ OB =
L4 -
- _ T
A= 2 -6
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