& MATEMATICA PARA TODOS

Matematica A 11l.cano

SUCESSOES — MONOTONIA E RECORRENCIA MD

1. Deuma sucessdo sabe-se que V41 —Vp, =n% +1,Yn € IN
Entdo pode afirmar-se que:
(A) v,>0,vne€lIN (B) v, é decrescente
(CQ) vs<wvy (D) v,=2+v,
Sev, ., —v,=n"+1,V n €N, podemos concluir que:
® (v,) é estritamente crescente pois 7>+ 1> 0, V n € N
e v =v,+n+1,Vn€EN
Entio paran=1vemuv,=v, + 1° + 1 ou seja, v, = 2 + v,.

Resposta: (D)

2.  Sendo u, uma sucessdo de nimeros reais qualquer, qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(A) u,=u,,,,YneliN (B) (-1)*"xu,=u,,vyneiN
€ u,y1=u,+1,vnelinN (D) uy,=2X%Xu,,vneliN

Dado que V n € IN, 21 representa um numero par,
-1)"=1,vn€N.

Entio (1) xu,=1xu,=u,, VnecN.

ny

Resposta: (B)

3. Sejaasucessdo definida por b,, =2n + 3

A soma b3, + b, ., é representada por:

(A) 6n+3 (B) 8n+10
(C) 8n+6 (D) 6n+10
b,=2n+3

b, =2x(3n)+3=6n+3
b,r=2n+2)+3=2n+4+3=2n+7
by, +b,,=6n+3+2n+7=8n+10
Resposta: (B)
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. ~ .. 3n+1
4. Sejaasucessdo definida por u,, = 7n

Qual dos seguintes nimeros é termo da sucessdo?

(a) -1 (B) 1 © -3 (D)
H_3><5+1_15+1_1_6_ le
T1-2x5 1-10 -9 9
Resposta: (C)
5. Sabendo que -6 < a, <5,vn€IN
Qual das seguintes afirmacdes é necessariamente verdadeira?
(A) |a,| <£5,vn€liIN (B) la,| <6,vneIN
() 5<|a,|<6,vnelIN (D) |a,|=5,vn€EIN

—-6<a,<5,VneN
= -6<a,<6,VneE N
= ‘a,,|<6,‘v’n€ IN

Resposta: (B)

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt

37
23


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

6. Sendov,=(—1D"+ "TH , tem-se que:

1 . .
(A) vn+1—vn=—2+n2+nsenepar (B) vn+1—vn=2—n2+nsenepar
2 » L
Q) Vn41 = Vn = 5 —sen é&impar (D) vn+1—vn=2—n2+nsene1mpar
n+ 1
Uuz(_]-)“—l'
n
., n+1+1 . n+1
Vst — Uy = (1) ”+ﬁ—(—l) E—
:(_1);z+1_(_1)”+”+2 n+1

n+1 n

=) 4 (=) (=) + n+2n—n—2n-1

nin+1)
n+1 n+1 _1
=(-1)"" + (-1)"" +—
n+n
1
=2 % (_1);z+l .
n+n
Logo
_ 1 . 1 ¢ impar
Vyor — Uy = — -, sen € par (n+ 1 ¢ impar)
_2 1 AT P 1 L Nt
Vyg — U, = —n2+nsene1mpa1 (m+ 1 ¢ par)

Resposta: (D)
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7. Considere a funcdo f, de dominio IR, definida por

2

x“—6x sex<1
x = -
f) {Sx sex>1

Seja a,, a sucessao definida pora, = f (n - %) .

Qual das seguintes expressoes define o termo da sucessio a,, ?

(A) S5n—- (B) n?-2 (€ 5n-2 (D) n--
x?—S5x sex< 1
fi) _{Sx sex>1

®* Senz2 n —% > 1 pelo que, paran > 2,

R

® Sen=1, n—%=l—%=0<l,peloque

a1=f'0'=()-’—0=0=5><1—%

Logo, a, = 5n —%, vV nelN

Resposta: (C)
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~ u: u:
8.  Acerca da sucessdo u, sabe-se que u—z =2e u—3 =2
1 2
Entdo, pode afirmar-se que:
(A) asucessdo é mono6tona (B) asucessdo pode ser crescente
u ~
Q) :—“ =2 (D) asucessdo pode ser crescente
n
Se u, =-2",
u, -4 u; =8 .
—=——=2, —=——=2 e (u,) é decrescente.
u, -2 U, -4
: 2" sen<3 . u,
Seu, = |4 , verifica-se que apesar de — =2
— sen>3 "
n

e 28 _ 2, (A), (C) e (D) sdo falsas.

i,

Resposta: (B)

9. Considere a funcao f, de dominio IR, definida por

_(—x sex<0
f(x)_{xz sex>0

Seja a,, a sucessdo definida por a,, = f(n — 2)

Indique qual das expressoes seguintes define o termo geral de a,,
(A) —(n-2)? (B) m—-2)"-n

(C) —n+2 (D) 4-4n-—n?

—x sex <0

fix) ={

x? sex >0

neEIN
n-2>0n>2<sn>3

® Paran >3,
a,=fn-2)=n-2 = —4dn+4=4—-4n+n’

®a,=f(1-2)=f(-1)=—(-1)=1
Paran=1,4-4n+n*=4-4+1=1=aq,

¢ 4, =f2-2)=£l0)==0=0
Paran=2,4-4n+n*=4-8+4=0=a,

Logo,a,=4—-4n+n*,Vn €N

Resposta: (D)
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10. Considere a sucessio de termo geral a,, = —n? + 2n.

10.1 Calcule a soma dos trés primeiros termos.

a+a,+ay,=(-1+2)+(-4+4)+(-9+6)=1+0-3=-2

10.2 Verifique se —8 é termo da sucessao.
a,=-8< —n*+2n=-8<=n*-2n-8=0

2+1/4+32 2+6
T3 o=

=n

Sn=4Vn=-2

ﬂ4=_8

10.3 A partir de que ordem sdo negativos os termos da sucessdo?

TN
4, <0 - +2n<0=n(-n+2)<0

/7N
n€IN
Sn>2

A partir do terceiro termo (inclusive).

10.4 Determine n de modo que a, < —80.

a,<-80< —n’ +2n<-80
= -2n-80>0
C.A.

+1/
n2_2n_8020@nzw

2

- o, 218
/N o

Sn=-8Vn=10

Comon €IN,vema, <-80<n>10
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11. Observe a sequéncia de nimeros pentagonais 1,5,12,22,35,51, ...
11.1 Sendo a, o nimero pentagonal de ordem n, verifique que, paran < 4, se tem

3n’-n {alzl
ou a,=a, 1+3n—-2,vyn=2

" 2 a,=a, +3n-2,Vnx2
,—3X;_1=1 ou a, =1
a3=3X§_2=5 ou a,=1+3x2-2=95
,=3X§‘3=1z ou a;=5+3x3-2=12
4=3X126‘4=zz ou a,=12+3x4-2=22

11.2 Admitindo que as igualdades apresentadas também sdo validas para n > 4, verifique se ha na
sequéncia um numero 145.

a, = 145 @3”_7_” — 145 <> 31> — n =290

n€IN

=3 —-n-290=0 < n=10

A figura n.° 10 tem 145 pontos.

12. Estude quanto a monotonia as sucessoes definidas por:

1

12.1 an:m—3
— 1 .
"+ 2
1 1 1 1
— g = _3_ - 3]= _
Tnet =4 =03 (n+2 ) n+3 n+2
o n+2-n-3 -1
S m+2)n+3) (m+2)(n+3)
-1
— g =———— < 0.¥VneEeN
Ayt a, (7’1+2)(ﬂ+ 3) bl n

(a,) é estritamente decrescente.
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122 a, = (-1)"x3n+1

a,=(-1)"x3n+1
a,=(-1)'x3+1=-3+1=-2
a=(-1Px6+1=7
a;=(-1’x9+1=-8

(a,) ndo € monotona.

123 a,=-2+3(n—1)?

a,=-2+3(n-1)7

a,  —a,=2+3n+1-17—-(2+3n-1)%
=2 +3nt+2-3(n*-2n+1)
3P -3+ 6n -3
—32n-1)

a,.,—a,=32n—-1)>0, Vi € IN; (a,) € estritamente crescente.

3n—1 senéimpar

124 a, = {Bn— 2 senépar

{371 —1 sené¢impar
a, = .
" 3n-2 senépar

Se n é impar, 7 + 1 € par.
Se n é par,n + 1 é impar.
Entao
e Se n ¢ impar
a,  —a,=3n+1)-2—-03n-1)
=3n+3-2-3n+1=2
® Sen é par
—a,=3n+1)-1-(3n-2)
=3n+3-1-3n+2=4

ay 41

2 se n ¢ impar
Ay 1 — Ay = .
4 se n é par

a,.,—a,>0,V n€&lINj(a,) € estritamente crescente.
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12.5 a, = n?-6n

a =nt—6én

g—a,=n+1P—-6n+1)—n’+6n
=+ 2n+1-6n—-6-+6n=2n-735

Ay +1 _anzzn _5;

a,

n<lesa,,  —a,<0;

n+1

n>3<a, —a,>0;(a, nio é monotona.

12.6 f, =1+ |2n—11]|

a,=1+|2n-11|
n-11=0=n=35,5
a,=1+]2x4-11]=1+3=4
as=1+[2x5-11]=1+1=2
ac=1+]2x6-11|=1+1=2
a-=1+[2x7-11|=1+3=4

a, =4, as=a,=2,a,=4; a;,<a,e a->a,.

(a,) ndo ¢ monotona.

13. Considere as fungdes fe g, de dominio IR, definidas por

f)=x*-2x e gx)=x*—4x+3

13.1 Utilize a calculadora grafica e faca um esbogo de cada uma das fungdes.

)r
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13.2 Utilizando 13.1, o que se pode concluir acerca da monotonia das sucessoes u, e v,, , sendo
u,=n>-2n e v,=n>—-4n+3

¢ estritamente crescente.

A restri¢do de f ao intervalo |1, + oo
Logo a restri¢do de fa IN também é estritamente crescente.

(1,) € estritamente crescente.

13.3 Se soubermos que a sucessido f(n) é mondtona, podemos concluir que a fungdo f(x) , real de
variavel real, definida pela mesma expressdo algébrica é monétona? Justifique utilizando um
grafico.

A sucessdo definida por n < __~ f(n) pode ser mondtona sem que
a funcdo definida em IR por x «_~» f(x) o seja como se ilustra no
grafico seguinte:

[ Y A

_ o
[NOYH NI

14. Uma sucessio a,, satisfaz a seguinte condicio a,.; — a, = 3n?> — 15n + 18

14.1 O que pode concluir quanto a monotonia da sucessdo?

a,., —a,=3n*— 157+ 18

n+1

15+V15* - 12 x 18
6

“Sp=2vn=3

A, —a,=3n-2)n-3)>20, vn € N

3 - 15n+18=0<=n=

(a,) € monotona crescente.
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14.2 A sucessdo tem trés termos iguais a zero.
Qual a ordem desses termos?
Explique o raciocinio.
a, 1—a,=0<=3n-2)n-3)=0
en=2Vn=3

a a,=0&=n=2Vn=3

n+l T

a,,,=a,=>n=2Vmn=3
ay=da, € d,=d;
A sucessao (a,) sO tem trés termos iguais: a, = d; = d.

Logo, se tem trés termos nulos s6 podera ser a, =a; =a, = 0.

15. Escreva o termo geral de um sucessdo que seja crescente a partir do 5.2 termo e que ug < uy

Por exemplo:

U,

9 10

16. E dadaasucessdo de termo gerala, =1 — %

Justifique que a sucessio é crescente.

g o—a=1-— 3 _( _3)_3_ 3 _3n+3-3n
prb e 2n+1) 2n) 2n 2m+1)  2un+1)
. S S0 VnEN

- =—

|
n+ n Zn(n + 1)
(a,) € estritamente crescente.
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2n%+6

17. Considere a sucessao de termo geral u,, =

17.1 Verifique que 51,5 é um termo da sucessao.

u, = 51,5 @2”2‘—”: 51,5
=20+ 6 =206
) n€IN
S22 =200e 7 =100 < n =10

I/il“ = 51,5

17.2 Determine o nimero de termos que sdao maiores do que 100 e menores do que 500.

2n* + 6 21’ + €
II+1>]()()/\ II4+3

<277+ 6>400 A 217 + 6 <2000

u,> 100 A u, < 500 <

< 500

St > 197 An* <997

nEN

< n>14 An<g3l
31-14=17

17 termos
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18. Na figura esta representado, T , um tridngulo equilatero [ABC], de drea 1.

Unindo os pontos médios dos lados de T; obtém-se outro triangulo equilatero T, . Repetindo o
processo obtém-se a sucessao dos tridngulos T,, que a figura sugere.

Defina por recorréncia a sucessdo a,, das areas dos triangulos T,, .
. . 1 . e
A drea de T, é igual a — da drea do triangulo T.

4

. . 1. N
A drea de T,,, é igual a — da area do triangulo T,.

4

Entao 1
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19. Observe a sucessao das figuras seguintes.

0,5

Admita que o lado do primeiro quadrado mede 2 cm ; o lado do segundo quadrado mede 1 cm ; o do

terceiro quadrado 0,5 cm ; ... Cada quadrado, a partir do segundo, tem o comprimento do lado igual a
metade do comprimento do lado do quadrado anterior.

19.1 Qual é a area do 5.2 quadrado? E do 6.2 quadrado?

E
G-

=(3) -
(1) |

A area do 5.° quadrado é (%) cm?* = L cm”.

64

4
=1

II II II
(5]

\ -

N

p)
, 1 )

A area do 6.° quadrado é (%)_ cm’ = 5o em.

19.2 Relativamente as areas calculadas determine a razdo entre a drea do quadrado de ordemn + 1e
a area do quadrado de ordem n .

A1 = ‘}Iamv ne |N
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20. Observe as figuras seguintes construidas a partir de um segmento de reta [AB] .

AB
Sabe-se que: r = -

e Alinha €4 é uma semicircunferéncia de raio r.

e Alinha C, é formada por duas semicircunferéncias geometricamente iguais.

e Alinha C3 é formada por quatro semicircunferéncias geometricamente iguais.

Cy

LN NN,

e Alinha C4 é formada por oito semicircunferéncias geometricamente iguais.

Cy

NN YT N TN

20.1 Escreva em funcdo de r, o comprimento das linhas:

a) b) C;
RJZ%J‘
. 2nr 2nr 1
Ci=—= — 2 _ _ R
=5 =W C, =2 5 _Zml—anz;—m
(l:ﬂ:r ()ZT“‘
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C) C;

d ¢,
:—1;' 1;‘
SRR
21r, 1
> :8m4:8n><§;:m
Cy =11

20.2 Determine a area definida pela linha e pelo segmento de reta [AB], ou seja, a regido representada

a cor:

a) NalinhaCy; (A4¢)

c¢) Nalinha C; (43)

Nalinha €, (4,)

Nalinha €4 (A4)

TC<7‘4) (1 )l T
= 8 = —7 =
A4 X 3 4m S i 16
Tu,l
Ay = 16

20.3 Considere a sucessdo 4,, em que os quatro primeiros termos sdo A, ,A4;,A3 e A4 calculados em

20.2.

Mantendo a regularidade definida, ou seja, cada figura a partir da segunda tem o dobro dos
semicirculos da figura anterior, todos sdo geometricamente iguais e a soma dos correspondentes
diametros é igual a AB, define, por recorréncia, esta sucessao que se designou por 4,, .

)

nrl
2

A =

A, =%A,,, vnelN

20.4 Qual sera o 6.2 termo da sucessio definida em 20.4

1 1 m? m”
As=qh=7X95 =73
1 1 n? mr
A= A=373"q
e
A _
° 64

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

21. Observe a sucessdo das figura seguintes:

Fig. 1 Fig. 2

Fig. 3

0,5

Admita que a figura 1 é um quadrado cujo lado mede 2 cm ; a figura 2 é formada por dois quadrados,
um com 2 cm de lado e o outro com 1 cm de lado ; a figura 3 é formada por trés quadrados com 2 cm ,

1 cm e 0,5 cm de lado, respetivamente.

Admita que se mantém a regularidade descrito na formacdo das figuras seguintes e designa por a, a

area, em centimetros quadrados, da figura de ordem n .

21.1 Determineaq, a, e az.

al= =
a}=4+1_=§
1\ 21
:S - =
a=5+(5) =2
21
:4' ):S, 3= -
a sy a 4

ay 5 as le_21

a, 4 a, 4 20
2,2
4 20

21.3 Defina por recorréncia a sucessio a,, .

a,=4,a,=a, + 1% a;=a2+(%),a4=a3+(%)_

I T
_“;a;—a)'i' '(Il4—(J4+—

2T g0 42
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22. Considere C um semicirculo de didmetro [AB] sendo AB = 20 cm.

—
C
A ‘B A ! B
Fig. 1
—
c’ "n
Al 1 | ‘B A | 1 'B
Fig. 2 Fig. 3

Para obter a figura 1 dividiu-se o segmento de reta [AB] em duas partes iguais e desenharem-se dois
semicirculos em que o didmetro de cada um é metade do comprimento de [AB] .

Para obter a figura 2 dividiu-se o segmento de reta [AB] em trés partes iguais e desenharam-se trés
semicirculos em que o didmetro é a terca parte do comprimento de [AB].

Para obter a figura 3 dividiu-se o segmento de reta [AB] em quatro partes iguais e desenharam-se
quatro semicirculos cujo didmetro é a quarta parte do comprimento de [AB] .

Considere a4 ,a, , a3 e a, a area da regido colorida a vermelho, respetivamente das figuras 1,2, 3 e
n

22.1 Determine o valor exato de aq ,a, e a3 .

AB=20; r=10 2 g2
’ nx10- §  mXxX5" . .
— _ — _ 957 ="2
T ) a; = 5 IX— =50t - 251t =25m
JI_sz ~ V'
< 120 10
r,=—X =
-2 3 3
10\’
wx (1) _
_ 50 3 \3/ _ < '%>< XI[]()_-() 50 1007w
a,=50n-3 f_v thj X —g—=50m ~ 3 -3
120 5
rfa=— X —==
T2 4 2
/572
nx('—)
) 5 25
1,=50n -4 X - :3()Ic721'c><i:i()rr—"m: o
2 2 2
1007 75

ac ) )
a,=25ncm; a, = cmsy dy =

2
8]
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22.2 Faca um esboco da figura 4 e calcula a4 .

120
=g xSl
2
a, = 50m— 5 x 2% 2 _ S0m— 107 = 40
a, = 40w cm’

22.3 Relativamente a figura n, divide-se o segmento de reta [AB] em n + 1 partes iguais desenham-
sen + 1 semicirculos iguais.

Mostre que a,, = 501 X -

n+1
1 20 10
;Vn:_x =
2 n+l1l n+1
10 \?
nx(nu) (n+1) 100
a,l:bOn—(n+1)><f:30n— 3 an(n+1)2
— 50— 507 x — :50n(1——>:50 nel-l
n+1 +1 n+1

a,=50m X
n+1

22.4 Considere a sucessdo referida em 22.3 e estuda-a quanto a monotonia.

n+1 n
s P
n+1 n W+ 2n+1—-—n*-2n
=50 — =50
7t(7/z+2 n+1) . (n+2)(n+1)
1 50m
=50 = >0, VunelN
Thr)m+ ) m+me1) 0"
a,. —a Sl >0,vneN

Tt )+ 1)

(a,) € estritamente crescente.
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22.6 Com a ajuda da calculadora grafica calcule a9 € @19go -

Efetue uma conjetura para o comportamento dos termos da sucessdo a,, a medida que n tende

para +o00 .
gy = 50m X & =~ 4()‘5]-[
101
1000
a1000 = ;()T[ X———= 49,9;7‘[
L 1001

A medida que 7 tende para +oco a drea dos semicirculos tende para
zero pelo que a area a, tende para a area de C, isto é, para
¥ )
501 cm”.
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