& MATEMATICA PARA TODOS

Matematica A 11l.cano

SUCESSOES — LIMITES DE SUCESSOES. SUCESSOES CONVERGENTES.

~ -1)™"+n
1. Prova que a sucessdo de termo geral c, =%

convergente permite-nos concluir que é mondtona?

1 ~
converge para > . O facto de a sucessdo ser

Queremos mostrar que limc, =

. ~ : : 1
Seja § € IR, entdo a partir de uma certa ordem p a partirdaqualn >p = |cn — §| <é

(-D)"+n 3:(=1)"+3n-3n-2

1 3:(-1)"-2
——|<6<:>| |<6@|L|<6@
3n+2 3 In+6 In+6
5 L. 5 » 5 2 ..
<6 senéimpar On+6>- senéimpar n>-——- senéimpar
Im+6 5 95 3
T <6 senépar ~ IM+6>= senépar “ n>—--2 senépar
In+6 p 5 p 95 3 p
5 21 2 . ) )
Ora, 9 "3~ 95 3 Portanto podemos considerar que p = (§ — 5) + 1 e afirmar que,

1 1 . . 1
vne€lN,u, € ]5 ) 3 + 6[, assim conclui-se que C,, — 3
3 2 g .
No entantoc; =0,c, == e ¢c3 =—.Como ¢; < ¢, e ¢; > ¢3 a fungdo ndo é mondtona.
8 11

O facto de ser convergente permite concluir que é limitada, mas ndo nos permite concluir que é

monaotona.
. - 3n+1
2. Considera a sucessdo de termo geral u, =
2.1 Estasucessao é mondtona?
3n+4 3n+1  3n?+4n-3n?-n-3n-1 -1
u - U, = - = = <0,vn€IN
n+1 n n+1 n nn+1) nn+1) ’

Logo, a sucessdo é mondtona decrescente.

2.2 A sucessdo é limitada? Indica um majorante e um minorante, caso existam.

3n+1 3n 1
U, = =—4+-=3+-=

1
n n n n'

Como a sucessao é decrescente o primeiro termo é um majorante. u; = 4.

SIir

é uma sucessao decrescente de termos positivos, um majorante é 1 e um minorante é 0.
1 1
0<;Sl¢>3<3+;£4.

Portento a sucessdo é limitada porque Vn € IN,3 <u, <4
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2.3 Mostra que a sucessdo converge para 3.

Seja § € IR™, entdo a partir de uma certa ordem p a partirdaqualn >p = |u, —3| <6
|3+1—3|<6@|1| <foi<ion>:
n n n 1)
Assim, basta considerar p = % + 1 para que todos os termos da sucessdo, com n = p , pertencam
. L s 3 .
aVs(3),istoé, llmnT+1 = 3, pois

3n+1
n

V5EIR+,EIpEIN:n2p=>| —3|<6

1 w
- se n é impar
3.  Considera a sucessao definida por u, =14 ,,;1

sen é par

3.1 Calculaus,uqig,uq7 € usg

21 1 __ 101

1
Us =i U0 =757 W7 =75

3.2 Mostra que a sucessao é limitada.

2n+1 1
Para n par, temos que u,, = pa— 2+ o

0<i<l1e2<2+-<3
n n
Para n impar, temos
0<+<1
n

Considerando os majorantes e minorantes dos termos de ordem par e impar concluimos que
vn€lIN,0 <u, <2,logo élimitada.
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3.3 Mostra que lim% = 0eque limzn—n+1 =2

A sucessdo é convergente? Justifica a tua resposta.
Mostremos que lim% =0
Sejad > 0.
|% — 0| <6 % <fdon> % , assim basta considerar p = % + 1, para que todos os termos da
sucessao %, com n = p pertencam a Vg(0), isto é, lim% = 0, pois

N 1

VSEIRT,IpEIN:n=p =>|——0| <6
n

. 2n+1
Mostremos agora que llmT =2

Sejad > 0.

1 1 1
|2+——2| <des-<doen>-

n n 9

. . 1 ~ 2n+1
assim basta considerar p = 5T 1, para que todos os termos da sucessdo % , com n=>p
o1 2n+1 .

pertencam a Vg(2), isto é, llm% = 2, pois

2n+1
n

V(SEIR+,EIpeIN:n2p=>| —2|<6

A sucessdo ndo é convergente porque os termos de ordem par tendem para zero e os de ordem
impar tendem para 2.

4. Sejaa, = sntl)

3n

4.1 Estuda a monotonia da sucessao.

a a = 5(n+2) 5045 _ 3n(5n+10)—(5n+5)(3n+3) _ 15n*+30n-15n*-30n-15 _  -15 -5 -
n+1 n T 3p+3 3n 3n(3n+3) - In(n+1) T 9n(n+1) ~ 3n(n+1)

vnelIN, a,,1 —a, <0,logoasucessdo é mondtona decrescente.

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt Pagina 3 de 8


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

4.2 Verifica se a sucessdo é limitada. Indica um majorante e um minorante, caso existam.

5n+5 5n 5 5 5
3n 30 3 313

5 , ~ . o .
3, € o termo geral da sucessdo decrescente de termos positivos. Logo o primeiro termo é um
majorante e 0 é um minorante.

10

10
3

3

5
I<—=<-e-=-<
3n

w |
w v
w v

5 e 5
+3. < —, logo a sucessao é limitada porque Vn € IN 3<p =

. 10
Um majorante: 3

. 5
Um minorante: 3

4.3 Prova, por defini¢do, que lima,, = g

S

. 5 5 5 5 5 3n _ 1
Se]a6>0,tem-se|§+§—§|<6@|§|<8®E<6®?>5®n>36

Assim, dado 6 > 0, basta considerar p = %+ 1 com p € IN para que todos os termos da

~ 5 - 5 . -
sucessdo pertencama Vg (5) ,ou seja, lima, = 3 Pois verifica-se que

5
V6>0,3peIN:n>p= an—§ <d
5. Asucessao definida por a,, = 2n — 1, tende para +oo. Determina a menor ordem a partir da qual todos

os termos da sucessdo sdo maiores do que 50.
51
2n—1>50<:>2n>51<:>n>7

A partir da ordem 26, inclusive, todos os termos sdo maior do que 50.

6. Asucessdo definida por b, = —n? + 1 tende para —o . Determina a menor ordem a partir da qual todos
os termos da sucessdo sdo menores do que —960 .

—n2+1<—960<:>—n2<—961®n2>961an>\/961®n>31
n

A partir da ordem 32, inclusive, todos os termos sdo maiores do que —960
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Considera a sucessao definida por v, =

7.1

7.2

7.3

12n
2n+1 "’

Estuda-a quanto a monotonia.

_ 12

. p = 1212 120 (12n+12)2n+D)-12n(2n+3) _ 24n2+12n+24n+12-24n2-36n
n+l T on+3 2n+1 (2n+3)(2n+1) - (2n+3)(2n+1)

ComoVn € IN, v,,1 — v, > 0, asucessdao é mondtona crescente.

Havera termos maiores do que 5 ? Investiga.

12n
2n+1

5(:}1211>10n+5<:>2n>5<:>n>E
2n+1>0 2

A partir da ordem 3, inclusive, todos os termos sdo maiores do que 5.

A sucessdo tende para +oo ?
Sem calcular o limite, indica uma razao que justifica a tua resposta.

Vamos verificar se a sucessao é limitada.
; ~ 12 . . ~
Como v,, é crescente, entdo v = 3= 4 é um minorante da sucessao.

Tem-se que

12n [2n+1
—-12n—-6 6
-6
6
Vn=6-5"7

T (2n+3)(2n+1)

Assim, a 6 vamos sempre retirando uma qualquer quantidade por muito pequena que seja.

Logo,Vn € IN ,4 < v, < 6, isto é, a sucessdo ndo tende para +oo, pois é limitada.
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8. Mostra que a sucessdo definida por u,, = 2n + (—1)" X n ndo é monétona mas tem limite +oo .
Monotonia:
wu=2-1+(-Dt1=1
u,=2-2+(-1%-2=6
uz; =2-3+(-1)3-3=3
A sucessdo ndo é monotona, pois u; < U, mas U, > Uz
Limite +oo
Sabemos que limn = +o
Logo, VL > 0,3dp € IN,n = p = n > L e portanto como para qualquer n natural
U, =2n+(-1D"xn=n
Temos também
VL>0,3p€IN,n=2p = u, >1L

O que demostra que limu,, = +o

9. Dasucessao definida por:

sen é impar

Slw

n sen é par

obteve-se uma sucessao v, alterando apenas um nimero finito de termos.
Indica o limite, caso exista, da sucessao v, .

Tem-se limn = +o
Vamos mostrar, de seguida, que lim% =0

. 3 3 3 3
Sejad > 0, tem-se |Z_0| <54:>|;| <6®;<5@n>§

. : 3 . -
Assim, para § > 0, basta considerar p = 5T 1 para que todos os termos da sucessao definida, com n >

p, pertencam Vg5(0), ou seja, lim% = 0, pois verifica-seque V6§ >0,Ip€IN:n=>p = E — 0| <d

Assim, u, nao limite, pois os termos de ordem impar tendem para 0 e os termos de ordem par tendem
para +oo.
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Qualquer sucessao v, obtida a partir da sucessao u, alterando um numero finito de termos também
ndo tem limite.

10. Considera as sucessdes cujos termos gerais sao:
u, =0,2n% e v, = 2,51 — 10

10.1 Mostra que estas sucessdes tendem para +oo.
2
un>L@0,2n2>l@%>L@n2>5L§n>\/5L

Assim para cada L > 0, a partir de uma ordem p satisfazendo p > v5L , todos os termos da
sucessdo sao superiores a L . Portanto, limu,, = +o.

Uy >L&25n—-10>L&25n>L+100n>=+4

. . . 2L
Assim para cada L > 0, a partir de uma ordem p satisfazendo p > gl 4 , todos os termos da
sucessdo sao superiores a L . Portanto, limu,, = +o.

10.2 A partir de que ordem os termos da sucessdo u,, sdo maiores do que 5000 ?

Por 10.1, temos p > +/5-5000 = 50v/10 ~ 158,1, ou seja, a partir da ordem 159, inclusive.

10.3 A partir de que ordem os termos da sucessdo v,, sdo maiores do que 10 000 ?

Por 10.1, temos p > M;ﬂ + 4 = 4004, ou seja, a partir da ordem 4005, inclusive.

11. Na sucessdo u,, o primeiro termo é 1 e cada um dos termos seguintes obtém-se do anterior somando
1,5:

{u1=1
u,=15+u,_;,n>1

11.1 Quais sdo os cinco primeiros termos da sucessao?

up=1; u,=15+1=25; u3=15+25=4; uy,=15+4=55; us=15+55=7
11.2 Esta sucessdo é mondtona?

U, =15+u,_s ©u, —uy,_; =15

A sucessdo é monoétona crescente, pois Vn € IN ,u, —u,_4 > 0
11.3 Qual é o primeiro termo maior do que 10 ?

u; =154+85=10; ug=15+10=11,5

O primeiro termo superior a 10 é o oitavo termo, ug
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11.4 Prova que limu, = +o.
Comeca por obter o termo geral de u,
u,=1+n-1-15=15n-10,5

Assim,

2L+1

u,>Le15n-05>Le15m>L+059on> 3

. . . 2L+1
Assim, para cada L > 0, a partir de uma ordem p satisfazendo p > T+ , todos os termos da

sucessao sao superiores a L .
VL>0,3p€IN:n=2p = u, >1L

Portanto, limu, = +o
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