& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 10.° ano

GEOMETRIA — CONJUNTO DE PONTOS E CONDIGOES NO PLANO

1.  Considere, num referencial 0.n. Oxy, os pontos A(0,-3) e B(-1,1).

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Escreva uma equagcdo da reta, r, paralela ao eixo Oy e que passa em A.

r: x=0

Determine a equacao da reta, t , paralela ao eixo Ox e que passa no ponto médio do segmento de reta
[AB].

Como a reta ¢ paralela ao eixo Ox, significa que é uma reta horizontal, assim a equacao

que a define é do tipo: y=»>b

Ponto médio de [AB]:M[OT_I, _32+1j=(—%,—1J

Ltiy=-1

Qual é a intersecdo dasretas re ¢ ?

@ (-1,-2) ® (0,-2) © (-1,-1) D (0,-1)
r: x=0
t: y=-1

Intersegao(0,-1)
OPCAO: D

Determine a equagao reduzida da reta AB.
Y=y, X+ b

Man = g1 -
Como A(0,-3), entdo b=-3
 AB:y=-4x-3

—4

Represente num referencial o.n. Oxy:

a) O semiplano aberto a direita da reta r.

y

N
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b) O semiplano fechado superior a reta t .

N

y

v

c) O semiplano fechado inferior a reta AB.

N

y

—

Vv

2.  Represente, num plano munido de um referencial ortonormado, o conjunto de pontos que satisfaz cada uma

das condicoes.

21, y<lax>-=2

N

y
1

-2 0 X

N

22. 2y>xvy<0

N

y

-
1' —————— =’
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23. 3y—-x23Ax2-3A2-y=20

/

WV

N

2

1/5
3

3. Em cada um dos referenciais o.n. Oxy, das figuras seguintes, a reta r representada pode ser definida pela
equacao y=x-2.

Em cada caso, defina por uma condicdo o conjunto de pontos sombreado, incluindo a fronteira.

p

3.1. ~
Y

/

y2x-2Arx20Ay=<0

3.2 0

/

/|

(y=2x-2Ay<0)vx<0

3.3. yf\ /
0 x\

y2x-2A(x<0vy=0)
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4.

Na figura esta representado, num referencial on. Oxy , o

paralelogramo [ABCD] de area igual a 15. Sabe-se que a abcissa de

Aé1,0lado [AB] esté contido no eixo Ox e C (8 , 3) )

Define por uma condico o paralelogramo [ABCD]. 0 A

Altura do paralelogramo: 3

A e =15 < ABx3=15 AB=5. Portanto, B(1+5,0)=(6,0)

Reta BC:ch:ﬂ:g Como B(6,0), entéo,0:§x6+b:<:b:—9
8-6 2 2
3
AD:y:EX—9

A reta AD é paralela a BC, como A(1,0), entdo, 0:§x1+b<:>b:—g

AD: y:gx—g

Portanto a condicdo é: gx—gﬁyﬁgx—9 AO<y<3

Represente geometricamente o conjunto dos pontos do plano definido pela condigao:

51. x° +(y—2)2 <4

3

=V

—5-4-3-2-1101 2 3 x
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53. X’+y° <dnrx=1

yA

6.  Escreva as condicoes que definem as regides sombreadas, incluindo as fronteiras.

6.1. YA
6.2. VA
2
P ) 1 ‘_‘
G %

=Y

=Y

(x—l)er(y—l)2 21/\(><—2)2 +(y—1)2 <1

X +y'<dnry=1
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7.  Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxy, um quadrado

[ABCD] e uma circunferéncia inscrita neste.

Sabe-se que A(—3,4) e c(_%,_%J

7.1. Determine a area da regido sombreada.

AC é a diagonal do quadrado

2 2
AC = —3+l + 4+Z =,/§+g=@
2 2 4 4 2

Como AC =¥, pelo Teorema de Pitdgoras obtemos a medida de comprimento do

lado do quadrado [ABCD].

2
12+12=5f[—5?J S =120 P12 ol %@zz_5f
>0

Area quadrado
[ABCD]

Assim, como o raio é igual a metade da medida do lado, temos:

55
_ 2 56

2 4

2
Ao o BB 125
irunferéncia 4 1 6

125 125 500-125x
ARegiéo ZZ%ABCD]_AO = 4 - 16 = 16

sombreada

7.2. Determine a equacao reduzida da circunferéncia.

Seja M o ponto médio de [AC], que é o centro da circunferéncia.
1 7

g t 4 "
Ml—2 _2]|_ _Z,l
2 44

(o2 oot B (3] o3 22
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8.  Noreferencial o.n. Oxy, da figura, tem-se:

YA
o A(0,4) eB(3,0); A m
e aretam éamediatriz de [AB]; C
e (Céopontodeintersecao das retas m e AB,
e D pertence a reta m e ao eixo das abcissas. _
D |O B x

8.1. Mostre que a equacao reduzidadaretamé y= % X +§

A(0,4),B(3,0) eseja P(x,y) um ponto da mediatriz de [ AB]

(x=0) +(y=4) =(x-3Y +(y=0) = XX+ i —-8y+16= —6x+9+ ) =

6 7 3 7
& -8y=-6x-7y=—x+—y=—x+—
Y Y=g g TV=4""g

8.2. Determine a area do triangulo [BCD].

Vamos comecar por determinar as coordenadas dos pontos Ce D.

C é o ponto médio de [AB], isto ¢, C(%%’LOJ = (ng

D pertence a reta m e ao eixo das abcissas, logo as coordenadas de D s3o do tipo (XD ,O)

§X+Z=O@6x+7=0<:>x=—Z
4 8 6

(49

7

3| -~
_|XC_XD|XyC_‘ [ 6] 25
AwCD]_ 2 - 2 - 6

8.3. Defina por uma condicao o conjunto de pontos sombreado, incluindo a fronteira.
A condicdo é definida por:

e semiplano superior do eixo das abcissas: y >0

. e 3 7
e semiplano inferior da reta m: y < 2 X +§

e semiplano inferior da reta AB:
_4-0_ 4

M =537 "3
b=4

4
AB: y=——x+4
Y 3
. . L 4
Logo, o semiplano inferior é y < —§x+4

Portanto a condicao é:
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yS%X'Fg A y£—§x+4 A y=0

9. Na figura, estd representado num referencial on. Oxy, um vy
paralelogramo [ABCD].

Sabe-se que:

1
e areta AB é definida pela equacdo y =— > x+1;

e o ponto D tem coordenadas (0,3).

D

e Béopontode intersecido de AB com o eixo das abcissas; \ \
A B
]

9.1. Determine uma condigdo que defina a regido sombreada,

incluindo a fronteira.
1

CD: y=——=x+3
2
1

AB: y=——x+1
2

AD: x=0

BC: —%x+1:0<:>x:2

" —lx+1§y£—lx+3 A 0<x<2
2 2
9.2. Determine a 4rea e o perimetro do paralelogramo [ABCD].
A(0,1) , B(2,0) e D(0,3)

d(A,B)=v2"+1? =+/5

d(A’D):wD_yAF%B_sz
B sop) =25 +2x2=25+4

A spop) = OB x AD=2x2=4

=Y
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10. Represente geometricamente os conjuntos dos pontos do plano definidos pelas condigdes:

10.1. y<x-3

~4
U]__
0_-
" J

10.2. y>1

I
ot
I
ot
I
wT
1
[\
1
l—
—1
o4+
N
=
=Y
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104. X’ +y° <4 A -1<x<1

YA
4‘——-2- .......

o 0

1_-
-1 0 1 2;

_1__

Q. .0

S N

b_)__
=Y

[
—
S
—_
---w

11. Escreva uma condicdo que defina cada um das regides sombreadas, incluindo as fronteiras.

11.1. VA

enTT l\ Circunferéncia: (x+2)2 +yt =4

Reta vertical: x=-1

-2 Jo ~
. Regido sombreada:

AP - (x+2)2+y2£3 A x>-1

=Y
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11.2. YA

Circunferéncias: x*+1y°=4 e x*+y° =16

Retas horizontais: y=-1 e y=1
2
1+ Regido sombreada:
0
L]

4<x*+1y°<16 A y<-1ayx1

12. No referencial da figura, estdo representadas duas retas r e m e uma vA
circunferéncia de centro em C (4 , 3) e tangente ao eixo das abcissas.
Sabe-se que a reta r tem equagdo y=2x-—5 e areta m é amediatriz de

[AC], em que A(8,1).

12.1. Mostre que a reta m é paralela a reta r. 0

As retas m e r sao paralelas se tiverem o mesmo declive, isto é, m,, =m,. < m, =2

Como m é a mediatriz de [AC], entdo, seja P(x,y) um ponto de m:
(x-8Y +(y-1) =(x-4) +(y-3) <

o X -16x+64+ yf —2y+1= ¥ -8x+16+ y —6y+9
& 2y+6y=16x-8x+25-65<=4y=8x-40<= y=2x-10
Logo, m, =2, e portanto m e r sdo paralelas.

12.2. Defina por uma condicao a regiao colorida.

Circunferéncia: (x—4)2 +(y—3)2 =9

Retas:
m:y=2x-10
r:y=2x-5

Regido sombreada:

(x=4) +(y-3)'<9 A 2x-10<y<2x-5

=Y
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13. Nafigura, esta representada num referencial 0.n. Oxy, um triangulo y A

[ABC], em que A(—4,3) ,B(3,3) e C(—4,—4).

13.1. Defina por uma condicdo, a regido sombreada, incluindo a
sua fronteira.
A(-4,3) ,B(3,3) e C(—4,-4)
Retas:
AB: y=3
AC: x=-4

BC: mBC=3—=1 ; b=0

Regido sombreada:
y2x A y<3 A x2-4

13.2. Determine a equacao reduzida da mediatriz de [BC].
Seja P(x,y) um ponto de [BC]:
(x—3)2+(y—3)2 :(x+4)2+(y+4)2 N
<:>/—6x+9+f—6y+9:/+8x+16+}//+8y+16<:>

& -6y-8y=8x+6x-18+32<= -14y=14x+14 <
Sy=—x-1

13.3. Identifique a intersegdo do tridngulo [ABC] com o conjunto de pontos definido pela inequagio
X*+y° <4
Condigao que define a regiao:

Xy <4 A y2x A Y<3 A x2-4
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VA

A 3

/:' """""""""" """""""',‘B
i 2
i It
i : | >

—4 -3 42 =110 1 3 X
e ~1y
' -3+

¢ 41

14. Considere, num plano o.n. Oxy, o trapézio [OABC]. 7 5
Sabe-se que:

e o ponto C pertence ao eixo Oy e tem ordenada 2;
e 0 ponto A pertence ao eixo Ox e tem abcissa k , k>0

e 0 ponto B pertence a bissetriz dos quadrantes {mpares etem €

abcissa igual a do ponto 4;

e o trapézio [OABC] tem area igual a 24. 0 A

14.1. Mostre que k=6.
C(0,2),B(k,0) e C(k,k)

OC+AB — 2+k 2k+k*

Ao =240 =2 x0A=24 = = xk=24 & 24 &k +2k =48 <
2 2

kP +2k-48=0=k=-8vk=6k=6

k>0
14.2. Defina, por meio de uma condicao o trapézio [OABC].
A(6,0),B(6,6) e C(0,2)
Reta BC':

(@)}
N

o
w N

m

~ 2
BC:2 ; b=2 entao, BC:y:§x+2
Reta OC: x=0
Reta OA: y=0

Reta AB: x=6

Portanto a condicao é: O£y£§x+2/\0£x£6

14.3. Mostre que a mediatriz do segmento de reta [AC] pode ser definida pela equacdo y=3x-8.

W
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15.

Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [ AC]

(x=6) +1° =" +(y-2) = X -12x+36+ ) = XX + ff ~dy+4
S4y=12x-36+4 <
<y=3x-8 cqm

Considere, num referencial 0.n. Oxy, os pontos A(1,2) e B(2,-1).

15.1. Determine a equacdo reduzida da circunferéncia de centro O e que passa no ponto A.

r=0A=+1?+2* =5

L xXP+yt=5
15.2. Mostre que o ponto B pertence a circunferéncia de centro O e que passa em A.

B(2,-1)

2?4+ (-1) =5=4+1=5&5=5

Portanto B pertence a circunferéncia
15.3. Determine a equacdo reduzida da reta AB.

A(1,2) eB(2,-1)

_2+1

m,,=——=-3
¥1-2
b:2—(—3><1):2+3:5
AB: y=-3x+5

15.4. Represente, no plano munido de um referencial cartesiano, o conjunto de pontos que satisfaz a

condiciio X* +y* =5 A y>-3x+5
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16. Considere num referencial o.n. Oxy, os pontos A(7,3), B(1,11) e C(-2,15)

16.1. Determine ABe BC .

AB=\(7-1) +(3-11) =36+64 =10
BC=[(1+2) +(11-15) =\0+16=5
16.2. Mostre que o ponto C pertence a reta AB.

A(7,3),B(1,11) e C(-2,15)
11-3 8 4

"5 =17 63
bzs—(—%ﬂjzmﬁzy

3 3
AB: y:—iery
3 3
Substituindo as coordenadas de C na reta AB, temos:

15:—%><(—2)+33—7<:>15=§ £<:>15=§<:>15=15

Portanto C pertence a reta AB

16.3. Determine a equacio reduzida da mediatriz do segmento de reta [AB].
A(7,3),B(1,11) e seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [ AB]
()(—7)2 +(y—3)2 :(x—l)2 +(y—11)2 =
o X ~14x+49+ ) —6y+9=x —2x+1+ ) -22y+121 &

<:>—6y+22y=14x—2x—58+122<:>16y=12x+64<:>y=%x+4

16.4. Seja D um ponto pertencente ao eixo Oy equidistante de A e B.

a) Indique as coordenadas de D.

Como D €Oy, entdo as coordenadas de D sdo do tipo (0,y, ) e D é equidistante de A e

de B, entdo D pertence a mediatriz de [AB]
Assim, y=%><0+4<:>y=4
- D(0,4)
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b) Escreva a equacao reduzida da circunferéncia C,, de centro D e raio AD.

A(7,3) e D(0,4)

Centro da
circunferéncia

r=AD=7"+(4-3) =/49+1=+/50
x4+ (y-4) =50
c¢) Justifique, sem fazer célculos, que o ponto B € um ponto da circunferéncia C, mas que o ponto C

nao lhe pertence.

D é o centro da circunferéncia e pertence a mediatriz de [AB], isto é encontra-se 8 mesma distancia
de A e de B, entdo [DB] é um raio da circunferéncia, logo B pertence a circunferéncia.

C pertence a reta AB, como A e B pertencem a circunferéncia, C ndo pode pertencer a mesma

circunferéncia.

16.5. Seja M o ponto médio de [AB].

a) Escreva a equagao reduzida da circunferéncia C,, de centro D e raio DM .

A(7,3) e B(1,11), entio, M(72+1,3+211j—(4,7)

DM =(0-4) +(7-4) =169 =25 =5

Circunferéncia de centro D e raio DM : x° +(y—4)2 =25

b) Justifique que a reta AB é tangente a circunferéncia no ponto M.
Como D pertence a mediatriz de [AB], DM ¢ perpendicular a [AB] e M pertence a circunferéncia e

areta AB, entdo AB é tangente a circunferéncia.
16.6. Determine a area da coroa circular definida pelas circunferéncias C, e C,.
2
Acyryy = A —Ac, =7x(\/B0) —7x5* =507 257 =257
circular

16.7. Defina por meio de uma condicdo a coroa circular definida pelas circunferéncias C, e C, .

P+ (y-4) <50 A xX*+(y-4) 225
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17. Na figura, esta representada num referencial o.n. Oxy, uma circunferéncia

de centro C(2,2) eraio 5. B

Sabe-se que:

e ospontos A, Be D pertencem a circunferéncia;

0 g
e os pontos A e B tém coordenadas (5,-2) e (-1,6), D J

respetivamente;

e 0 ponto D pertence ao terceiro quadrante e é um dos pontos de intersecdo da reta OC com a

circunferéncia.

17.1. Mostre que:

a) [AB]éum didmetro da circunferéncia.
AC=\[(5-2) +(-2-2) =\0+16=5
BC=y(-1-2) +(6-2) =9+16 =5

Logo A e B pertencem a circunferéncia.

AB=y(~1-5) +(6+2) =/36+64 =10

AB=10=2x5=2r, entio, [AB] é um didmetro da circunferéncia.

b) Areta CD é a bissetriz dos quadrantes impares.

C(2,2) e D pertence a circunferéncia e a reta OC.

Mo :%:1 , logo, y=x, é a equacao da reta CD
CD: y=x é a bisstriz dos quadrantes impares
17.2. Determine as coordenadas do ponto D.
D pertence a reta CD, logo as coordenadas de D sao do tipo (x,x)
D pertence a circunferéncia de equacio ()(—2)2 +(y—2)2 =25

Assim, (><—2)2+(x—2)2 :25<:>2(x—2)2 :25<:>(><—2)2 :2?54@

<:>x—2:i4f2—5<:>x:2—&
2 x<0 2
: D(g_& 2_ﬂJ

27 2

17.3. Defina por uma condicdo a parte a sombreado da figura, incluindo a fronteira.
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Circunferéncia: (3(—2)2 +(y—2)2 =25

Reta CD:y=x
Reta BC':

_6-2 4
=573
b=2—(—i><2j:2+§:E

3 3

L

3 3

Portanto a condicio é: (x—2)2+(y—2)2 <25Ay=x /\yg_gﬂ_

14
3
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