& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 10.° ano

GEOMETRIA — MEDIATRIZ E CIRCUNFERENCIA GEOM

1.  Nafigura esta representado, num referencial o.n. Oxy, o losango [ABCD]. yT g
Sabe-se que:
e BeDtém coordenadas (4,2) e (-2,4), respetivamente;
e areta AD é paralela ao eixo Oy. /
D

1.1. Determine a equacdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [DB].

Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [DB]

d(D,P)=d(B,P)e \(x+2) +(y—4) =y(x-4) +(y-2) & A/

& X +ax+dt yf —8y+16= X —8x+16+ ) —4y+4
< -8y+4y=-4x-8x-20+20 <
& —4y=-12x = y=3x

1.2. Determine as coordenadas dos pontos Ae C.

Areta AD ¢ paralela ao eixo Oy, logo é uma reta vertical e como D(-2,4), entdo, x =-2

O ponto A pertence 4 reta x =—2, e 4 mediatriz de [BD], pela definicio de losango AB= AD.

-2 -2
* o , portanto A(-2,-6)
y=3x y=-6

A reta BC é paralela ao eixo Oy, logo é uma reta vertical, e como B (4 , 2) ,entdo x=4.

O Ponto C pertence a reta x =4, e 4 mediatriz de [BD].

—4 _4
T "7 portanto C(4,12)
y=3x y=12

1.3. Mostre que a medida da altura do paralelogramo [ABCD] relativamente & base [AB] é igual a 6.

Um losango é paralelogramo.

Dxd

Assim, A[ABCD] = = ABxh ,emque D=AC,d=BD e hé a altura do paralelogramo

) ? Area
Arealosango  paralelogramo

relativamente 4 base AB

D=AC=,J(4+2) +(12+6)" =360 =610
d=BD=(~2-4) +(4-2) =40 =210

AB=AD=|4+6|=10

Losango M =6x10=60
2
AParalelogramo = 1 O X h
El’ltéo, ALOSHHgO = AParalelogramo < 60=10h<=h=6
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2.  Na figura estdo representados, num referencial o.n. Oxy, uma reta r e trés
pontos, A, Be C, que lhe pertencem.
Sabe-se que: r
e 0 ponto A pertence ao eixo Oy e tem ordenada 8;

e 0o ponto B pertence ao eixo Ox;

e o ponto Ctem coordenadas (3,2).

2.1. Mostre que o ponto B tem coordenadas (4,0).

ro y=mx+8

8-2 6
m =——=—=—
" 0-3 -3
r: y=—-2x+8

Como B pertence ao eixo Ox, entao, B(X,O), isto é, -2x+8=0<x=4
. B(4,0) c.q.m.

2.2. Determine a equagdo reduzida da reta perpendicular a [AB] e que passa no ponto de coordenadas

(2,4).
(%’%j:(&“) , logo, (2,4) é ponto médio de [AB].

Assim, a reta pedida é a mediatriz de [AB]

Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [AB]
d(z‘X,P)zd(B,P)<:>\/x2+(y—8)2 :\/(x—4)2+y2 =

<:>/+f—16y+64:/—8x+16+y2/<:>—16y:—8x—48<:>y:%x+3
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3. Noreferencial 0.n. Oxy da figura, estd representado o losango [ABCD] A

Sabe-se que:
e os pontos A e C tém coordenadas (3,-1)e (-1,7),

respetivamente;

e 0 ponto B pertence a bissetriz dos impares.

3.1. Determine uma equacdo da mediatriz do segmento de reta
l4c ) \A/ '

Seja P (x,y) um ponto da mediatriz do segmento de reta [AC].

W

d(A,P)=d(C,P)e\(x=3) +(y+1) =y(x+1) +(y-7) <
o X —6x+9+ ) +2y+1= 7 +2x+1+ ) ~14y+49 =

<:>2y+14y:6x+2x—10+50©16y:8x+40<:>y:%x+g

3.2. Determine as coordenadas do ponto B.

Como [ABCD] é um losango, entao BA=BC, logo B pertence a mediatriz de [AC].

Sabemos que B pertence a bissetriz dos quadrantes impares, logo B pertence a reta y = x

1 5 1 5

—X+—= X==X+— 2xX=x+5 x=5

2 2& 27 2& N . portanto B(5,5)
y:

X —

3.3. Mostre que o losango é um quadrado.
Ja sabemos que os lados do quadrilatero sao todos iguais porque [ABCD] é losango.
Temos que provar que os angulos do quadrilatero sao retos.

Para tal temos que provar que o Teorema de Pitdgoras ¢ valido para, por exemplo, o triangulo [ABC]
—2 —2 —

AB +BC =AC

AB=BC=,/(5-3) +(5+1) =40

AC" = \[(-1-3) +(7+1) =80

Portanto, (40 +(v/40) =(vB0) = 40+40=80 = 80=80

Logo, o angulo ABC é reto.

Por definigdo de paralelogramo, um losango é um paralelogramo, os angulos adjacentes sao
suplementares e os angulos opostos sao iguais, assim, concluimos que os quatro angulos internos de
[ABCD] sao retos.

Portanto, [ABCD] é um quadrado.
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4.

No referencial o.n. Oxy, da figura, estdo representados os pontos yT
A(-2,-1) e B(6,3).

Sabe-se que [ABC] é um tridngulo isésceles em que AC =BC .

4.1.

4.2.

4.3.

Determine a equacao reduzida da mediatriz do segmento de reta

[AB]. A |
. . N - 1
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [AB] |

d(A,P)=d(B,P)s N
@\/(x+2)2+(y+1)2 =\/(x—6)2+(g—3)2 =

<:>)(Z+4x+4+/y2/+2y+1:/—12x+36+/—6y+9<:>
2U+6y=—4x-12x-5+45<8y=-16x+40=y=-2x+5

Determine as coordenadas do ponto C sabendo que:
a) pertence ao eixo Oy;

C(O,y) , porque C pertence a Oy

Como AC =BC entio C pertence a y=-2x+5
y=-2x0+5<y=>5
C(0,5)
b) tem ordenada —3.
C(x,-3)
Como AC =BC entdo C pertence a y=-2x+5
—2x+5=-3-2x=-8<x=4
C(4,3)

Determine a 4rea do triangulo [ABC], sabendo que C pertence a bissetriz dos quadrantes pares.
Como C pertence a bissetriz dos quadrantes pares, entdo C pertence as retas

y=-2x+5 —-X=-2x+5 x=5 x=5

Seja M ponto médio de [AB], M(_22+6, _12+3]:(2,1)

— (\/(—2—6)2+(—1—3)2)x(\/(2—5)2+(1+5)2j
A[ABC]: 5 = 5
_J64+16x+/9+36 _/80x~/45 /3600 _60 _

2 2 2 2

30
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5.

Na figura estd representada, num referencial on. Oxy, a

circunferéncia que passa nos pontos A , B e C de coordenadas _—

(2,-1), (0,3) e (—4,5), respetivamente.

5.1.

5.2.

Determine a equacao reduzida da mediatriz da corda: \
a) [AB];

Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [ AB]

(3{—2)2 +(y+1)2 = x* +(y—3)2 =

<:>/—4x+4+//+2y+1=)/+}f—6y+9<:>

S2Yy+6y=4x-5+9=8y=4x+4 <

<:>y—lx+l
2 2

b) [BC].
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [BC]
x2+(y—3)2:(x+4)2+(y—5)2<:>
o X+ —6y+9= X +8x+16+ ) ~10y+25 <

< -6y+10y=8x-9+41=4y=8x+32<
S y=2x+8

Determine as coordenadas do centro da circunferéncia representada.

O centro da circunferéncia é o ponto de intersecdo das mediatrizes dos segmentos de
reta [AB] e [BC]

y=1x+l ox+8=txil {4x+16=x+1 {3)(:—15 {x=—5
2 2 2 =

2 —0x+8 —2x+8 7 |y=2x(-5)+8
y=2x+8 y=2x+8 y=ex+ y=exs y=2x(=5)+

x=-5
D(-5,-2
=175 p(52)

r=DB=y(-5) +(-2-3) =50 =512
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5.3. Seja M o ponto médio de [AB].

Determine a equacao reduzida da circunferéncia cujo centro ¢ um ponto do eixo Ox e tangente a reta

ABno ponto M.
M(2+O>_1+3j:(1’1)
2 2

Seja E o centro da circunferéncia, que ¢ a intersecao do mediatriz de [AB] com o eixo Ox.

0
y=0 y=0
, E(-1,0
% 1<:>{ B @{X:_l ( )

Como é tangente a reta AB entdo r=EM :\/(1+1)2 +(1—O)2 =5

Equacdo da cirunferéncia: (x+l)2 +y° =5

6.  Na figura estao representadas, num referencial o.n. Oxy, duas circunferéncias com igual raio cujos centros
sao os pontos A e B.

Sabe-se que: A

e acircunferéncia de centro A passa no ponto : T

B e pode ser definida pela equacdo

(x—4) +(y-3)" =25;

e 0spontos A e Btém a mesma ordenada; | A '\ * )

e (é o ponto de intersecdo da circunferéncia \ \ ¢
de centro B com o eixo Ox e que tem abcissa 0 ﬁ : g
menor que a abcissa de B; ~ E/ - \7:

e [ e F sao pontos das circunferéncias, com
ordenada negativa e com as mesmas

abcissas dos pontos A e B, respetivamente.

6.1. Determine as coordenadas dos pontos E e F.

A abcissa de E é 4. Substituindo na equacao da circunferéncia de centro A.

(4—4)2+(y—3)2 :25c>y—3=x/£vy—3=—\/£©y:8vy:—2ﬁy:—2

E(4,-2) |

Como A e B tém a mesma ordenada, temos que E e Ftambém tém a mesma ordenada. Logo F (x,—2)

Sabemos que EF = AB=r =5, entio F(xy+5,-2)=(4+5,-2)=(9,-2)
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6.2. Verifique a abcissa de C é igual ao raio das circunferéncias.

Por 6.1. , como B tem a mesma abcissa de F' e como A e B tém a mesma ordenada, B (9 , 3)

A equagdo reduzida da circunferéncia de centro B é (x— 9)2 +(y- 3)2 =25

C pertence a circunferéncia e ao eixo Ox

Assim, {(x—9)2+(y—3)2 =25©{(x—9)2+(0—3)2 =25©{(x—9)2 =25-9

<~
y=0 y=0 y=0
(x—9) =16 {x—9:—4 {x—9:4 {x=5 {x=13
<~ <~ \% ~ \%
y=0 y=0 y=0 y=0 (y=0

Como a abcissa de C é menor do que a abcissa de F entao C(S,O)

6.3. Determine o valor exato da regido colorida da figura.

1 1 257
ARegiéo = Zq[AEFB] - Z Acirculo = 52 - Z XX 52 =25~ T

colorida

7. Considere num referencial o.n. Oxy, as circunferéncias:
e C,,de centro no ponto A e raio r; , definida pela equacio (x+6)2 +(y—1)2 =5;

e C,,decentrono ponto Be raio r, , definida pela equagio (x—2)2 +(y+3)2 =20

e C,,dedidmetro [AB].

7.1. Determine a equacado reduzida da reta AB.
A(-6,1) e B(2,-3)
_1+3 4 1

m = [ —
A _g-2 -8 2

1:—%x(—6)+b<:>b:1—3<:>b:—2

1
=——x-2
Y 2

7.2. Determine a distancia entre A e B e verifique se as circunferéncias C, e C, se intersetam.
A(-6,1) e B(2,-3)
AB=J(~6-2) +(1+3) =80 =45
n+T, =\V5+20=5+25=35

Como AB>r +r,, isto ¢, a distancia entre os centros ¢ maior do que a soma dos raios,
podemos concluir que C, e C, ndo se intersetam.
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7.3. Determine a equagdo reduzida da circunferéncia C, .

O centro de C, é o ponto médio de [AB]
M(—6+2’ﬁj:(_2’_1)
2 2
@:gzm
Cy: (x+2) +(y+1) =(25) & (x+2) +(y+1) =20

Raio: r, =

7.4. Mostre que o centro da circunferéncia C, pertence a circunferéncia C,.
M(-2,-1) e C,:(x-2) +(y+3) =20
(—2-2) +(~1+3) =20 16+4 =20 = 20 =20, logo, M eC,

8. Num plano munido de um referencial o.n. Oxy, considere duas circunferéncias, C, e C, de centros A e B,

respetivamente.

Sabe-se que:
e (, fica definida pela equacgdo reduzida (X—3)2 +(y—6)2 =13;

e C, fica definida pela equacdo x(x+6)+y” =16.

8.1. Justifique que o ponto C(1,3) ¢ um ponto de intersecdo das duas circunferéncias.
C(1,3)
C :(1-3) +(3-6) =132 4+9=1313=13, logo CeC,
C,:1x(1+6)+3°=16<7+9=16<16=16, logo CeC,

Como C pertence as duas circunferéncias, podemos concluir que C é um ponto de
intersecdo das duas circunferéncias.

8.2. Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [AB]. Prove que x+y=3.

Centro de C;: A(3,6)
C,: x(x+6)+y* =16 x’+6x+y° =16 & x*+6x+3F -F +* =16 <

<:>(x+3)2 +y° :16+9<:>(x+3)2+y2 =25, entdo centro de C,: B(-3,0)

Se P(x,y) é um ponto da mediatriz de [AB], entdo:
d(A,P)=d(B,P)e \(x-3) +(y-6) =y(x+3) +1’ =

<:>)({—6x+9+}f—12y+36:/+6x+9+/y2/<:>
& -12y-6x-6x=-45+9 <

< -12y-12x=-36 <

S y+x=3 c.qm.
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9. Na figura estd representada, num referencial o.n. Oxy, uma y
circunferéncia centrada em 4, de raio ~/13 e que contém o ponto B. 5
Sabe-se que: y
e 0 ponto A pertence a bissetriz dos quadrantes impares;
« B(-1,0); A E

e o ponto C pertence ao eixo Oy e a circunferéncia;

e oponto D pertence a circunferéncia e tem a mesma ordenada

B O ' X
que o ponto C. \_/

9.1. Mostre que uma equacdo da circunferéncia é (x— 2)2 +(y- 2)2 =13.

O ponto A pertence a bissetriz dos quadrantes impares, y=x, e ao primeiro quadrante, logo as

coordenadas do ponto A sdo do tipo (x,,x,), com x, >0.

|
y=x

Sabemos que B pertence & circunferéncia e tem coordenadas (-1,0), entdo d (A4, B)= J13.

d(A’B)Z\/EC> (XA+1)2+Xi =\/E<:>Xi+2xA+l+xi=13<:>

~24,[22~4x2x(-12)
4

©2x5+2x,-12=0x, = &

& x,=-3vx, =2 & X, =2
XA>
Pelo que A(2,2)
Portanto uma equacio da circunferéncia é (x—2)2 +(y—2)2 =13 c.q.m.

9.2. Mostre que as coordenadas do ponto D séo (4,5).
Comecemos por determinar as coordenadas de C, uma vez que D tem a mesma ordenada.
Como C pertence ao semieixo positivo Oy, entdo C (O Yo ), comy,>0.
Como C pertence a circunferéncia, entao:
(0-2) +(y.—2) =13 4+(y,-2) =13 (y.-2) =9y, 2=43

S Yo =—3+2VY,=3+2S ¢ =_1VyC:5y<c:>>oyC:5

Assim, C(0,5)
Como D tem a mesma ordenada de C e pertence a circunferéncia, temos que:
(xp=2) +(5-2) =13 (x,-2) +9=13 = (x, -2) =4 & x,-2=2&

<:>xD=—2+2vxD=2+2<:>xD=vaD=4X<D:iOxD=4

. D(4,5)
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9.3. Determine uma equagao da mediatriz do segmento de reta [AD], apresentando-a na forma y =mx+b

,comm,belR.

Seja, P(x,y) um ponto da mediatriz de [AD] , entdo:

(x=2Y +(y-2) =(x=4) +(y=5) & XX —dx+4+ y ~dy+4=* -8x+16+ y ~10y+25
11

<:>—4y+10y:4x—8x—8+41<:>6y:—4x+33<:>y:—§x+?

9.4. Seja P (a ,a’ +4a) , com a € IR, um ponto do segundo quadrante pertencente a reta CD. Mostre que

P pertence a bissetriz dos quadrantes pares.

AretaCDé y=5.

Como P pertence a reta CD, temos que:

—4+ /4> —4x(-5)
2

@’ +4a=5<a*+4a-5=0=a= s a=-5va=1

Como Pe2.°Q, entdo a abcissa de P é negaviva, logo P(-5,5).

Portanto P pertence a bissetriz dos quadrantes pares, y=—x

10. Na figura estdo representadas, num referencial o.n. Oxy, a
reta r e duas circunferéncias, uma centrada no ponto A e que

conttm a origem, O, e outra, de equacdo
(x—4)2 +(y—7)2 =13, centrada em B.
Sabe-se que:

o A(-2,3);

e 0 ponto Q pertence as duas circunferéncias e tem

ordenada 5 ;

=<V

e 0o ponto P pertence a circunferéncia centrada em B e

tem abcissa 6 ;

e aretar étangente as duas circunferéncias no ponto Q.

10.1. Escreva uma condigio que defina a circunferéncia centrada em A e mostra que a abcissa do ponto Q é
1.

A(-2,3) é centro da circunferéncia.

(x+2) +(y-3) =r?

Como O pertence a circunferéncia entio r=d (A4,0)=4/(-2) +3* =+/13
L (x+2) +(y-3) =13
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Como o ponto Q tem ordenada 5 e pertence as duas circunferéncias, temos que:

(x=4) +(5-7) =13 (x-4) +4=13 = (x-4) =9 x-4=13 o

S x=-3+4vx=3+4=x=1vx=7

Como B(4,7) e, pela observacdo da figura, x, <x, , entdo Q(1,5)

10.2. Justifique que AQ = BQ e escreva uma equacio da reta r, apresentando-a na forma y = mx+b, com

m,belR.

AQ=BO < (~2-1) +(3-5) =|(4-1) +(7-5) <
oV9+4=/9+4=413=413 (Proposigao verdadeira)
Como a reta r € tangente as duas circunferéncias no ponto Q , entao r é a mediatriz do segmento de
reta [AB].
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz do segmento de reta [AB].

(x+2)2+(y—3)2 =(x—4)2+(y—7)2 N

<:>}/+4x—4+f—6y+9=/—8x+16+f—14y+49©
& —6y+14y=-4x-8x-5+16+49 <

<:>8y:—12x+60<:>y:—gx+1?5

10.3. Mostre que o triangulo [AOQ] é retangulo em A e, usando este facto, determine o valor exato da area

da regido sombreada a azul.
Os pontos Q e O pertencem & circunferéncia centrada em A e de raio +/13 ,logo AO=AQ =+/13 .

O triangulo é retangulo em A se:
AQ +A0 =00 c»(\/ﬁ)z +(Jﬁ)2 :(\/12 452 )2 <:>13+13:(\/1+25)2 o
<:>16=(\/%)2 ©26=26  (Proposicio verdadeira)

Portanto [AOQ] é retangulo em A.

2 J13x413 13 13 _137-26

1
Ao =41~ Aaog) =5 (V13) 2 4" 27 4
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10.4. Mostre que as coordenadas de P sdo (6,4) e justifique que as areas das regides sombreadas a azul e
verde sao iguais.
Como P tem abcissa 6 e pertence a circunferéncia centrada em B:
(6-4) +(y-7) =13=4+(y-7) =13 (y-7) =9=y-7=+3 <
Sy=7-3vy=7+3<y=4vy=10

Como B(4,7) e, pela observacao da figura, y, <y, , entdo, P(6,4)

PQ=J(1-6) +(5-4) =26

Como o raio da circunferéncia centrada em B também é /13, temos, de forma analoga a 10.3 que

[QBP] também é retangulo em B.

2 J13xJ13 13 13 _137-26 _

1
Averde :A%O _A[QBP] :Zﬁx(\/ﬁ) ) 4 2 4 — “Tazul

11. Num plano munido de um referencial o.n. Oxy, considere os pontos A(6,-1), B(3,2) e C(-1,4).

Escreva uma equacio da circunferéncia que contém os pontos A, Be C.

A intersecdo das mediatrizes dos segmentos de reta [AB] e [BC] é o centro da circunferéncia que contém os

trés pontos.

Mediatriz de [AB]:

r: (x—6)2+(y+1)2:(x—3)2+(y—2)2<:>

& X —12x+36+ ) +2y+1= ¥ —6x+9+ yf —~4y+4
S2Yy+4y=12x-6x-37+13 < 6y=6x-24 <> y=x-4
Mediatriz de [BC]:

S: (x—3)2+(y—2)2:(x+1)2+(y—4)2<:>
<:>/—6x+9+}/—4y+4=/+2x+1+/y2/—8y+16<:>
& —4y+8y=6x+2x-13+17 < 4y=8x+4 o y=2x+1

Portanto o centro da circunferéncia é:

y=x-4 2x+1=x-4 x=-5 x=-5 _ ,
= = = , entdo o centro é (-5,-9)
y=2x+1 |y=2x+1 y=2x(-5)+1 " |y=-9

Assim o raio é igual a, por exemplo, d(A, D)

d(A,D)=\(-5-6) +(=9+1) =/121+64 =/185

Portanto a equacao reduzida da circunferéncia é:

(x+5)2 +(y+9)2 =185
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12. Na figura estdo representadas, num referencial o.n. Oxy,

asretas r, s e t e a circunferéncia definida pela equacao g s /

2x° +2y° —4x+16y-16=0. '

Sabe-se que:
e aretar éabissetriz dos quadrantes impares; // = & -
e 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Ox, a B t

circunferéncia e aretas;
e oponto Bpertence a circunferénciae areta t, tem
abcissa —3 e a sua ordenada é maior que a

ordenada do centro da circunferéncia;

e o ponto C pertence a circunferéncia e areta s;

e aretaté paralela ao eixo Ox e a reta s é paralela

ao eixo Oy.

12.1. Mostre que as coordenadas do centro da circunferéncia sdo (1,-4) e que o seu raio é 5.
2x*+2y° —4x+16y-16=0=2x" —4x+2y° -16y=16 <=
<:>2(x2—2x)+2(y2+8y):16<+:2>x2—2x+y2—8y=8<:>
X’ -2x 41712+ +8y+4° -4 =8 (x-1) +(y+4) =1+16+8c
<:>(x—1)2+(y+4)2:25

Logo, (1,-4) é o centro da circunferéncia e o raio é v25=5

12.2. Determine as coordenadas do ponto A e mostre que as coordenadas dos pontos B e C sao,
respetivamente, (-3,-1) e (4,-8).
A pertence ao semieixo positivo Ox, logo as coordenadas de A sdo do tipo (x,,0), comx, >0,
sabemos que o ponto pertence a circunferéncia.
Assim, (x,—1) +(0+4) =25 (x, 1) +16=25(x,-1) =9 x,-1=13
o x,=-3+1vx,=3+1ex,=-2vXx, =4X<A:>>0XA =4

- A(4,0)

B tem abcissa igual a -3, logo as coordenadas de B s&o do tipo (-3,y, ), comy, >—4, a ordenada de

B é maior do que a ordenada do centro da circunferéncia.

Como B também pertence a circunferéncia, entao:

(-3-1) +(y, +4) =25 16+ (y, +4) =25 (y, +4) =9 =y, +4=43 o
SYz=-3-4vy,=3-4cy,=-7VvYy, :—1y§4y3 =-1

.. B(-3,-1)

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

C tem a abcissa igual a de 4, logo as coordenadas de C sao do tipo (4,y, ) , comy, <—4, a ordenada
de C é menor do que a ordenada do centro da circunferéncia.
Como C também pertence a circunferéncia, entao:

(4—1)2 +(Ye +4)2 =25 9+(y, +4)2 =25 (Yo +4)2 =l6cy.+4=t4
SYo.=4-4vy.=4-4<y.=-8vy, =Oy:f§4yC =-8

. C(4,-8)

12.3. Determine uma equagdo da mediatriz do segmento de reta [BC], apresentando-a na forma
y=mx+b,com m,belR.
B(-3,-1) e C(4,-8)
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [BC]
(x+3)2+(y+1)2:(x—4)2+(y+8)2c>
& X 16x+9+ yf +2y+1= ¥ ~8x+16+ yf +16y+64 =
< 2y-16y=-6x-8x-10+80 <= -14y=-14x+70 = y=x-5

12.4. Seja P um ponto do plano cuja abcissa excede em duas unidades o dobro da ordenada.
Determine as coordenadas do ponto P de modo que d(P,C)=9
Como a abcissa do ponto P excede em duas unidades o dobro da ordenada, entdo as coordenadas do
ponto s&o do tipo (2y+2,y).

Assim, como d(P,C)=9, temos:

J(2y+2-4) +(y+8) =9 (2y-2) +(y+8) =8l

&4y —8y+4+1y° +16y+64-81=0<

—8i\/82—4><5><(—13) 13
10

<57 +8y-13=0=y=

Portanto:

° seyz—E:P 2% 13 +2,—E = —E,—E
5 5 5 5 5

e sey=1=P(2x1+2,1)=(4,1)
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13. Considere, num referencial o.n. Oxy, os pontos A e B do 1.° quadrante, em que:
e aordenada do ponto A é o dobro da sua abcissa;
e abissetriz dos quadrantes impares é a mediatriz de [AB];
o AB=4.
Determine as coordenadas de A e B.

Como A e B pertencem ao 1.° quadrante, entao as coordenadas dos sois pontos sao positivas.

Sabemos que a ordenada de A é o dobro da sua abcissa, logo, as coordenadas de A sdo do tipo (x 52X, ),

com x, >0

Sabemos que y = x é a mediatriz de [AB].

Assim, (x—xA)2+(y—2xA)2=(X—XB)2+(y—yB)2<:>
<:>)(2/—2xxA+xi+}//—4yxA+4xi=)(Z/—2XXB+X§+%Z/—2QHB+U§©
& —4yx, +2yY, =2xX , —2XX, —5X5 + X5+ Y5 &
< (2ys—4x, ) y=(2x, —2x; ) x=5x3 + X5+ Y5 <
2 2 2
e e

Como y =x, entao:

m=1leb=0
2xA—2xB:1
Assim 2y, —4x, {2XA_2XB:2yB_4XA
’ —5xi+x§+y§:0 —5x5 +x5+y5=0A2y, —4x, #0
2y =4,
<:>{6XA=2>CB+2yB xAz% (1)
5x5 =x5+ys=0A2y, —4x, #0

5x5 =x5+ys=0A2y,—4x, #0

Sabemos, também, que AB =4, entio:

E=4<:>\/(XA—XB)2+(ZXA—yB)2 =4<:>(xA—><B)2+(2><A—yB)2 =16
& X5 —2X X, + X5 +4x5 —4x Yy, +Y5 =16 &

& 55 2%, X, + X5 —4x, Y, +ys =16 (II)
O ponto médio de [AB] pertence a mediatriz, logo:

X, +X, 2X,+ X, +X 2Xx, +
M[AB]Z[ A2 B A2 yBj,comoamedlatrlzeyzx, temos A2 8 A2 Us

S =Xy =—Xpt+lYpg=> X, =Xg—Yp

Substituindo por (I) temos 288 ey, xp Y, =33, -3y, © X, =20,

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt Pagina 15| 19


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

Como x;, =2y,, voltando a substituir em (I) temos x, = ZyB% S X, =Yy

Como x, =2y, e x, =Yy,, substituindo em (II) (5xi —2X, X5+ X5 —4X Yy, +ys =16 )temos:

2
5% ~2y; (205 )+ (205 ) —4YsYs + V5 =16 < 5% — 445 +4445 —4y5+ Y2 =16
Sl =16 12 =8y, =242

Assim, xA=2\/§ , xB=2x2\/§<:>xB=4x/§ e yA=2x2\/§<:>yA=4\/§

XA=YB xp=2yB Aordenada do A é o dobro da
sua abcissa

A(N2,42) e B(442,242)

14. Num referencial o.n. Oxy, considere os ponto A e B de coordenadas (1,1) e (—2,4), respetivamente, e a

circunferéncia de equacéo x° +(y—2 )2 =13.

A mediatriz do segmento de reta [AB] interseta a circunferéncia em dois pontos, Pe Q .
Qual é ovalorde d(P,Q)?
Equacdo da mediatriz de [AB]:

Seja P(x,y) um ponto da mediatriz, entdo (x—l)2 +(y—1)2 =(>c+2)2 +(y—4)2 =

<:>/—2x+1+}//—2y+1=/+4x+4+}f—8y+16<:>

< -2y+8y=2x+4x-2+20< 6y=6x+18<=y=x+3

Intersecdo de y=x+3 com a circunferéncia x* +(y—2)2 =13:

C(x+3-2) =13 ¥ +(x+1) =13 @ X* + X7 +2x+1=13 = 2x* +2x-12=0 &

1+ 17— 4x(-6
SxXl+x-6=0< x= *(=6)

2

S x=-3vx=2

P(-3,y,) ; yp=-3+3=0 = P(-3,0)
Q(2,yy) ; yp=2+3=5 = Q(2,5)

2 d(P,Q)=(-3-2) +(0-5) =50=52
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15. Na figura, estdo representados, num referencial o.n. Oxy, duas circunferéncias, a reta r, bissetriz dos

quadrantes Impares, e a reta AB, a tracejado.

=<V

Sabe-se que:
e uma das circunferéncias esta centrada no ponto A e contem a origem do referencial;
e aoutra circunferéncia estd centrada no ponto B e ¢ definida pela equacéo (x+ 2)2 +(y+ 1)2 =10;
e 0 ponto A ao primeiro quadrante e a reta r ;
e o ponto C pertence a circunferéncia centrada em A e ao semieixo positivo Oy ;

. A_O=2\/§.

15.1. Mostre que as coordenadas do ponto A sdo (2,2) e escreva uma equacao da circunferéncia centrada
nesse ponto.

A pertence a reta r, bissetriz dos quadrantes impares, y =x, logo A(x,,x,), x, >0,

porque A pertence ao primeiro quadrante.

A_O:2\/§<:>\/(XA—O)2+(XA—O)2 22 e xl+xi=8c2x)=8cxizdox, =+2o

XZ:?OXA :2
. A(2,2)

15.2. Mostre que as coordenadas do ponto C sdo (0,4).

C(0,y¢), ye >0, como C pertence a circunferéncia, centrada em 4, (x—2)2 +(y—2)2 =(2\/§)2 =
o (x-2) +(y-2) =8

Assim, (0-2)" +(yo—2) =8 4+(y.-2) =8 (y.-2) =4y, 2=+25
SY=2-2vY =242 Yo =0vy, =4 & y. =4
yc >

. C(0,4)
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15.3. Seja s a mediatriz do segmento de reta [BC].

a) Mostre que uma equacdodaretasé 10y+4x=11.

B(-2,-1) e C(0,4)
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [BC] , entdo:

(x+2)2+(y+1)2 =><2+(y—4)2 c>/+4x+4+f+2y+1:)/+f—8y+16<:>
< 2y+8y+4x=-5+16<=10y+4x=11 c.q.m.

b) Determine os valores reais de a de modo que o ponto de coordenadas (Za2 + % ,a+ lj pertenca a

retas.

10(a+1)+4(2a2+%j:11<:>10a+10+8a2+3—11:O<:>8a2+10a+2:0<:>

_544/5% _
& 4d® +5a+1=0c g= 22 dxaxl <:>a:—1va:—l
8 4
16. No referencial o.n. Oxy, o tridangulo [ABC] esta inscrito na circunferéncia, vt
sendo A(-5,-5), B(0,~4) e C(-5,1). e v 1
-5 0 X
Determine a equagdo reduzida da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.
=4
e 5
L . . P . , [-5-5 -5+1
Mediatriz de [ AC]: reta horizontal, igual ao ponto médio de [AC], isto é, — 5 |

=(-5,-2), logo y =—2 é a mediatriz.

Mediatriz de [BC]: (x—O)2 +(y+4)2 :(><+5)2 +(y—1)2 =

<:>/+y2/+8y+16=/+10x+25+f—2y+l<:>

< 8y+2y=10x-16+26 <= 10y=10x+10=y=x+1

Seja D o centro da circunferéncia, y IS Y IS Y , logo, D(—3,—2)
y=x+1 —2=x+1 x=-3

Raio: r=BD = [(0+3) +(~4+2) =13

o (x+3) +(y+2) =13
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17. Num referencial o.n. Oxy, estdo representados o segmento de reta

[AO] e uma circunferéncia de centro C(O,Z) e que passa em

A(-2,2).

17.1. Seja P o perimetro da regidao sombreada.
Mostre que 5,9<P<6.

A0 =(~2-0) +(2-0) =B=212

P; :@:2nx2:ﬁ
o 4 4

4

Prio  =24/2+m=5,97

sombreada

5,9<2\/§+n<6

17.2. Mostre que a medida da 4rea da regido sombreada é igual a (n—2).

2°m 2x2
Apegio = A; o A[Aoc] ~T4 -
4

sombreada 4 2

n—2

v
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