& MATEMATICA PARA TODOS  Matematica A 10.© ano

CALCULO VETORIAL

EQUACAO VETORIAL DA RETA

PLANO E ESPACO

1.  Escreva uma equacio vetorial e a equacao reduzida da reta r :

1.1. que passa no ponto P(—l,—Z) e que tem a direcdao do vetor ﬂ(l,S) ;

Uma equagdo vetorial de r é (x,y)=(-1,-2)+k(1,3),kelR

Como ﬂ(1,3) entdo, m=3
y=3x+b=>-2=3x(-1)+be=b=1
Uma equagdo reduzida dareta é y =3x+1

1.2. que passa no ponto R(5,—7) e é paralela ao eixo das abcissas ;

Como a reta ¢ paralela ao eixo das abcissas um vetor diretor é v(1,0)

Uma equagdo vetorial da reta r é (x,y)=(5,-7)+k(1,0),kelR

Como a reta r é paralela ao eixo das abcissas entdo a equacao reduzida é y=-7
1.3. que passa nos pontos A(2,3) e B(4,-1);

m="173_
4-2

Yy=-2x+b=3=-2x2+bb=7

Uma equacao reduzida é y =-2x+7

Comom=-2 e zj(l,m) entdo, 13(1,—2)

Uma equacdo vetorial é (x,y)=(2,3)+k(1,-2),keIR

2.  Considere, num plano munido de um referencial cartesiano as retas r e s definidas por:
r:3x+ay+2=0, com aelR\{0} e s:(x,y)=(1,2)+k(-4,5),kelR
Determine o valor de a , de forma que a reta r:
2.1. passe no ponto A(2,-1);
3x2+ax(-1)+2=0<=-a=-8<a=8

2.2. tenha declive 3 ;

3x+ay+2=0<:>yz—éx—g
a a

Como m=3, entao, —§=3<:>—2=l<:>—a=§<:>a=—1
a 3 3 3
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2.3. sejaparalelaaretas.

Para ser paralela a reta s os declives das duas retas tém que ser iguais.

) , N 5
Como o vetor diretor de s é v(—4,5) , entdo, m:—Z

3.  Considere, num determinado referencial o.n. Oxy , os pontos A(Z,—l), B(O,l) e C(1,2).

3.1. Escreva uma equacao vetorial:
a) daretaAB;

AB=B-A=(0,1)-(2,-1)=(-2,2)
Portanto uma reta vetorial da reta AB é (x,y)=(0,1)+k(-2,2), ke IR

b) da semirreta AB

A semirreta tem que comecar no ponto A(2, —1) e tem que ter o sentido do vetor AB

Logo uma equagao da semirreta é (x,y)=(2,-1)+k(-2,2), keIR"

c) do segmento [AB] .
(x,y)=(0,1)+k(—2,2), ke[O,l]

3.2. Verifique se o ponto C pertence a reta AB .
(1,2):(0,1)+k(—2,2)<:>1:—2k/\2=1+2k<:>k:—%/\k:%

1 ~ .
Como 5 # 5 o ponto C nao pertence a reta AB

4. Lancou-se um projétil, que seguiu uma trajetéria retilinea, da posicdo A de coordenadas (3,1),

segundo a direcao do vetor ﬁ(4,5) e que acertou no centro do alvo cuja abcissa € 23.
Qual é a ordenada da posicao do centro do alvo?

Temos (23,y)=(3,1)+k(4,5) , keIR
23=3+4kAy=145k o k=5ry=1+5x5<k=5Ay=26

Logo a ordenada da posicao do centro do alvo, com abcissa 23, é 26.
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5. Considere, num plano munido de um referencial o.n. Oxy , as retas r e s, definidas por:
roy=2x+3 e s:(x,y)=(3,-3)+k(2,-1),kelR

5.1. Determine as coordenadas do ponto de intersegao da reta r com a bissetriz dos quadrantes pares.

Bissetriz dos quadrantes pares: y=-x

riy=2x+3& —-x=2x+3<-3x=3<x=-1
y=—Xx

Para x=-1, temos, y=—-1x2+3=1

O ponto tem coordenadas (-1,1)

5.2. Determine as coordenadas do ponto de intersecdo da reta s com a bissetriz dos quadrantes
impares.

Bissetriz dos quadrantes impares: y=x

s:(x,y)=(3,-3)+k(2,-1),kelR
Entdo, (x,y)=(3+2k,-3-k)<(x,x)=(3+2k,-3-k)=x=3+2k Ax=-3-k &

y=x

< 3+2k=-3-k=3k=-6k=-2
Assim, (x,y)=(3+2x(-2),-3-(-2)) = (x,y)=(-1,-1)

5.3. Escreva uma equacao vetorial da reta r .

m=2, entdo um vetor diretor de r é ;(1,2)
Como (-1,1) pertence a reta, uma equacao vetorial de r é
(x,y)=(-1,1)+k(1,2),kelR

5.4. Escreva uma equacao vetorial da reta s .

5(2,—1) , entdo o declive é m:—l
2

O vetor diretor de s & Como (3,-3) pertence a reta, —3 :—%x3+b = b:—g
Logo uma equacao reduzida da reta é
o l8
2 2

5.5. Seja P o ponto de intersecao das retas r e s. Determine as coordenadas do ponto de intersecao.

1 3 9
y=2x+3 ——Xx—-—==2x+3 -x—-3=4x+6 -5x=9 X__E
= = = = =
YT 2"\ 75)72

9
x=—-=
- 5
_.3
Y 5

o-2-9)
5 5
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5.6. Seja P o ponto referido na alinea anterior. Sejam R e S, respetivamente, os pontos de intersecdo
das retas r e s com o eixo Ox. Determine a area do triangulo [PRS].

Intersecdo de r com o eixo das abcissas:
3
2x+3=0<=x= 3

Intersecdo de s com o eixo das abcissas:

—lx—§:0<:>—x—3:0<:>x:—3
2 2

s s B )
[PRS] 2 2 2 20
6. Na figura estdo representadas, num referencial o.n. Oxy: yT
o aretar,definida pela equacdo (x,y)=(-4,9)+k(4,-3), kelIR s
que interseta os eixos Oy e Ox nos pontos A e B ,
respetivamente; P
e aretasdefinida pela equagdo y=-2x+11, que interseta a reta \
r no ponto C; ‘ ‘C
e a circunferéncia E que passa na origem do referencial e cujo § X
centro é o ponto C. v X 7
6.1. Determine as coordenadas de A e B.
Ponto A:
(0,y)=(-4,9)+k(4,-3) = 0=-4+4kAy=9-3k o k=1ry=9-3xle<k=1Ay=6
A(0,6)
Ponto B:

(x,0)=(~4,9)+k(4,-3) & x=-4+4k A0=9-3k &> x=4-4x2 k=3 = x=8Ay=6
B(8,0)

6.2. Mostre que C tem coordenadas (4,3).

Qualquer ponto da reta r tem coordenadas (x,y)=(—4+4k,9-3k)

Como C ¢ a intersecdo de r com s, entao substituindo na reta s temos:
y=—2x+11

9-3k :—2(—4+4k)+11 < -3k+8k=-9+19<= k=2

Portanto C(—4+4x2,9-3x2)=(4,3) c.q.m.
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6.3. Defina a circunferéncia E pela equagdo reduzida.

C(4,3) eraio=0C =+/3° +4° =5

Portanto a equacdo reduzida da circunferéncia é:

(x-4)" +(y-3) =25

6.4. Mostre que [AB] é um didmetro da circunferéncia E .
Comecemos por verificar se os pontos A e B pertencem a circunferéncia:
A(0,6)

(0—4)2 +(6—3)2 =25<16+9=25<25=25, entdo A pertence a circunferéncia.

B(8,0)

(8—4)2 +(O—3)2 =25 25=25, entdo B pertence a circunferéncia.

Se o ponto médio de [AB] for igual a C, entao [AB] é um didmetro da circunferéncia.

M(OJZFS g 6;_()) =(4,3),logo M =C, e portanto [AB] é um didmetro da circunferéncia.

6.5. Defina a reta r pela equagdo reduzida e a reta s por uma equacao vetorial.
Retar:

(x,y)=(-4,9)+k(4,-3), kelR

Reta s:

y=-2x+11

s=(1,-2)
(x,y)=(0,11)+k(1,-2), keIR
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7. Na figura esta representado, num referencial on. Oxy , o yh
paralelogramo [ABCD] .
Sabe-se que:

e o ponto Ctem coordenadas (3,5);

. D
e o0s pontos A e D pertencem aos eixos Ox e Oy,

respetivamente; @)

e areta AB é definida por 4x-3y=16.

7.1. Escreva uma equacao vetorial da reta AB .

4x—3y:16<:>—Sy:—4x+16<:>y:%x—%

m :% , entdo, o vetor diretor da reta é 13(3,4)
16 R
O ponto 0,—? pertence a reta
16
Portanto, AB: (x,y)= 0,—? +k(3,4),kelR

7.2. Determina uma equacao reduzida de AD .

A reta CD é paralela a AB , logo tem o mesmo declive e C pertence a reta CD.
Assim, 5:%x3+b<:>b:1

Portanto D(0,1)

O ponto A pertence ao eixo Ox , entdo 4x-3x0=16<x=4
Portanto A(4,0)

0-1 1

Assim, m=——=—-—
4 4

o

" AD:y:—%xle

7.3. Determine as coordenadas do ponto B .

B=A+AB=A+DC=(4,0)+(3,4)=(7,4)

C.A: DC=C-D=(3,5)-(0,1)=(3,4)
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8.

Na figura estd representado, num referencial o.n. Oxyz , um
paralelepipedo retangulo [ABCDEFGH] .

Sabe-se que:

8.1.

8.2.

o vértice A pertence ao eixo Ox e o vértice B pertence ao eixo
Oy;
a reta AD é paralela ao eixo Oz ;

o vértice G tem coordenadas (6,11,0);

j45]-s:
a reta AB é definida pela equacao:
(x,y,2)=(0,3,0)+k(-4,3,0), kelR

Determine o volume do paralelepipedo.

Como AB: (x,y,2)=(0,3,0)+k(-4,3,0), ke IR

Entdo, B(0,3,0)

As coordenadas do ponto A séo:

x=-4k Ay=3+3k Az=0,comy=0<3+3k=0<=k=-1
x=4Ary=0nan2z=0

A(4,0,0)

A ABxBGxAD

[ABCDEFGH] —

AB=B-4=(0,3,0)-(4,0,0)=(~4,3,0) , assim, [AB|=/(-4) +3+0* =5
BG=G-B=(6,11,0)-(0,3,0)=(6,8,0) , assim, |BG|=+6"+8>+0° =10
A apepsron) =5X10x6=300
Determine as coordenadas do ponto P de intersecao da reta CG com o plano Oxz .
€(0,3,6) e G(6,11,0)
CG=G-C=(6,11,0)-(0,3,6)=(6,8,-6)
Assim, uma equacdo vetorial de CG é
(x,y,2)=(0,3,6)+k(6,8,-6), kelR
No plano Oxz a ordenada é nula, logo:
(x,y,2)=(0,3,6)+k(6,8,-6), kelR
x=6k Ay=3+8k A z=6-6k , como, y=0
=6k A 0=3+8k £ 2=6-6k & x =6k A k=—> £ =66k

& Xx=6x —E /\k:—ﬁ/\z:6—6x —E C>X=—2/\k=—§/\z=£
8 8 8 4 8 4

Logo o ponto de intersegao é (—%,O,%j
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8.3. Sejar areta paralela a AF e que contém o ponto H .
Determine as coordenadas do ponto Q de intersegdo da reta r com o plano Oyz .
F(6,11,6)
AF=F-A=(6,11,6)-(4,0,0)=(2,11,6)
H=G+GH=G+BA=G-AB=(6,11,0)-(-4,3,0)=(10,8,0)

Como r é paralela a AF tem o mesmo vetor diretor e como passa no ponto H , uma
equacao vetorial de r é

(x,y,2z)=(10,8,0)+k(2,11,6),kelR
Assim, Q, ponto de intersecao da reta r com o plano Oyz:
(x,y,2)=(10,8,0)+k(2,11,6), ke IR
x=10+2k Ay=8+11k A z=6k , com, x=0
0=10+2k A y=8+11k A z=6k = k=-5Ay=8+11x(-5) A z=6x(-5) <=
Sk=-5Ary=-47 A z=-30

Portanto, Q(0,-47,-30)

9.  Considere o referencial o.n. Oxyz , onde esta representada a
superficie esférica de equacao
X+’ +2°-25=0
Sabe-se que B é o ponto de intersecdo do semieixo positivo Ox

com a superficie esférica.

9.1. Determine uma equacao vetorial da reta paralela ao eixo

Oz e que passa por B.

Como B pertence ao semieixo positivo Ox, entdo as

coordenadas de B so do tipo (x,,0,0),x,>0 e, como
B pertence a superficie esférica entdo x,”+0°+0°-25=0<x,’ =25 x, =15 < x, =5

Um vetor diretor da reta é Z)(0,0,l), porque a reta é paralela ao eixo das cotas.

Portanto uma equacao vetorial da reta é

(x,y,2)=(5,0,0)+k(0,0,1),keIR
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9.2. Considere a circunferéncia de raio 4 obtida pela intersecdo do plano z=k, kelIR", com a
superficie esférica.

Seja A o ponto de intersecdo da circunferéncia referida com o plano Oyz e que tem coordenadas
nao negativas,
Determine:
a) ovalordek;
Seja C(x,y,z) o centro da circunferéncia.
~ =1 2 -~ 2 "A? 2 2 72 2
Entato OA = AC +0C o5 =4"+k"<k =9<k=43<k=3
raio raio k k>0
superficie circunferéncia
esférica
b) as coordenadas do ponto A ;
- - . .
O ponto A pertence ao plano Oyz entao as coordenadas sao do tipo (O,yA ,ZA), y,,z, €IR
Como z=3 a circunferéncia obtida pela intersecdo do plano com a superficie esférica ¢
X’ +y =16 Az=3.
A pertence a circunferéncia e a superficie esférica, logo:

02+yA2=16/\ZA:3<:>yA=i4/\ZA:3<:>yA:4/\ZA=3
Yy, >0

Portanto A(0,4,3)

c) uma equacao vetorial da reta AB .
A(0,4,3) e B(5,0,0)
AB=B-A=(5,0,0)-(0,4,3)=(5,-4,-3)

Portanto uma equacao vetorial da reta AB é
(x,y,2)=(5,0,0)+k(5,~4,-3), ke IR

10. Considere, num plano munido de um referencial o.n. Oxy , a reta r definida por
(x,y)=(3,-6)+k(3,-2) , kelIR

10.1. Verifique se cada um dos pontos R(12,-12) e S(~15,4) pertence a reta r.
(12,-12)=(3,-6)+k(3,-2) =12=3+3k A -12=—6-2k <

< k=3Ak=3
Logo, Rer

(-15,4)=(3,-6)+k(3,-2)<=-15=3+3k n 4=-6-2k &
Sk=-6Ak=-5
Logo, S¢r

eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt


mailto:eduardo.pinhao@matematicaparatodos.pt
http://www.matematicaparatodos.pt

& MATEMATICA

10.2. Sejam A e B os pontos de intersecao da reta r com os eixos Ox e Oy , respetivamente.
Sabe-se que [AB] é uma corda de uma circunferéncia cujo centro pertence a bissetriz dos
quadrantes impares.
Escreva uma equacao que defina essa circunferéncia.
Coordenadas do ponto A:
(x,0)=(3,-6)+k(3,-2) = x=3+3k A 0=—-6-2k <= x=3+3%x(-3) nk=-3 =
< x=-6rk=-3, entdo, A(-6,0)

Coordenadas do ponto B:
(0,y)=(3,-6)+k(3,-2)=0=3+3k ny=—6-2k = k=-1ry=-6-2x(-1) =
< k=-1Ary=-4, entdo, B(0,-4)
Como a mediatriz de qualquer corda de uma circunferéncia passa pelo centro desta, entdo a

intersecdo da mediatriz com a bissetriz dos quadrantes impares é o centro da circunferéncia.
Mediatriz de [AB]:

(x+6)2+y2=x2+(y+4)2<:>/+12x+36+/y2/=/+y2/+8y+16<:>

<:>—8y=—12x—20<:>y=%x+g

Intersecdao da mediatriz de [AB] com a bissetriz dos quadrantes impares:

y=§x+E x=§x+E 2x=3x+5 x=-5

27 27 27 2e4 7 ad B
y=x y=x e -
C(-5,-5)

Raio da circunferéncia:

r=AC=(-5+6) +(5-0) =26

Portanto a equacao da circunferéncia é:

(x+5) +(y+5) =26
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11.

Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz,

um cilindro reto.

Sabe-se que:

e o ponto A pertence ao eixo Oy e é o centro de uma A
. . C/{"/m itk S
das bases do cilindro, e o ponto B pertence ao eixo L0
\‘v’
Ox e é o centro da outra base; N ~
e o ponto C pertence a circunferéncia de centro em } /
.. . \ /-
B que delimita uma das bases do cilindro; et
X

a reta AB é definida pela equagao:

(x,y,z)=(10,-4,0)+k(5,-4,0), keIR

Determine:

11.1.

BC, sabendo que o volume do cilindro é +/1025% u.v.

—2 10254

V.. . =BC xzxABe BC =YL
%XAB

cilindro

A pertence a Oy , entao, x=0Az=0
(x,y,2)=(10,-4,0)+k(5,-4,0) = x=10+5k ny=—4-4k nz=0<=
<0=10+5kAny=—4-4krz=0<

x=0

ok=-2ary=-4-4x(-2)rz=0&

x=0
ok="2ry=4rz=0&
x=0

~.A(0,4,0)

B pertence a Ox , entao, y=0Az=0
(x,y,2)=(10,-4,0)+k(5,-4,0) & x=10+5k ny=-4-4k nz=0 <
<Sx=10+5kA0=-4-4krz=0<

y=0

Sk=10-5Ak=-1rz=0<
x=0

ox=5rk=-1rz=0

x=0

- B(5,0,0)

AB=B-A=(5,0,0)-(0,4,0)=(5,-4,0) , entdo, | AB|=/5"+(-4)" =41

De, BO* V1025 _ g S L pe
AB )/Z%x)
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11.2. As coordenadas de um ponto P, pertencente a reta AB, tal que Hﬁ” =241

Como P pertence a reta AB , entao as coordenadas de P sao do tipo:

(x,y,2)=(10+5k,-4-4k,0)

Entdo, AP=P—A=(10+5k,~4-4k,0)—(0,4,0)=(10+5k,~8~4k,0)
Como, ”E”:Z\/ﬁ , entao:
J(10+5Kk)° +(-8-4k) =244T & (5k+10)° +(~4k-8)" =(2V41) &
< 25k* +100k +100+16k” + 64k +64 =164 <
< 41k* +164k=0 <
< k(41k+164)=0<

oSk=0v4lk=-164 =
sk=0vk=-4

Se k=0, entio, P(lO,—4,0)
Se k=-4, entdo, P(10+5x(-4),-4-4x(-4),0)=(~10,12,0)
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12. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz , o cubo

[OABCDEFG] .
Sabe-se que: :E 0
e um dos vértices do cubo coincide coma origem do F & G~
referencial;
e o0s vértices A, C e E pertencem aos eixos Ox , Oy e Oz , 4
respetivamente. 5 ---------------
e ovolumedocuboé5l2u.v.; A ’ 4

e P éoponto médio da aresta [FG] ;
e () pertence a aresta [ED] e tem ordenada 6 ;
e Spertence a aresta [BG] e tem cota 3 ;

e R pertence a aresta [DC] ;

areta PS e a reta QR sdo paralelas.

12.1. Determine as coordenadas do ponto R .

Vop =512 ° =512 1=8<

Como P é ponto médio de [FG], entdo, P(8,4,8)

Q pertence 4 aresta [ED] e tem ordenadas 6, ento, Q(0,6,8)
S pertence a aresta [BG| tem cota 3 , entdo, 5(8,8,3)

PS=S-P=(8,8,3)-(8,4,8)=(0,4,-5)
Como as retas PS e QR sao paralelas entdo PS é vetor diretor da reta QR

Assim, QR:(x,y,y)=(0,6,8)+k(0,4,-5) ,keIR

Como R pertence a aresta [CD] entdo C(0,8,z,)

Logo qualquer ponto de QR tem coordenadas (x,y,z)=(0,6+4k,8-5k),k IR

Assim, x=0Ay=6+4kAnz=8-5k<0=0A8=6+4kArz=8-5k <
C>O=0/\k=l/\228—5><%c>

<:>O:()/\k:2/\z:E
5 2

Portanto, R(0,8,12—1j
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12.2. Seja I o ponto de intersecao da reta PS com o plano Oxy .
Determine a area do triangulo [AEI].

Uma equagdo vetorial da reta PS é
(x,y,2)=(8,8,3)+k(0,4,-5), ke IR

Qualquer ponto do plano Oxy tem cota O.
(x,y,2)=(8,8,3)+k(0,4,-5),keIR

(x,y,2)=(8,8+4k,3-5k) , como z=0, entdo, 3—5k:0©k:%

Portanto, I, a interse¢do da reta PS com o plano Oxy é,

I(x,y,z):(8,8+4x%,0j=[8,%,0]

. AEx Al
Assim, A[AEI] = 5

AE=E-A=(0,0,8)-(8,0,0)=(-8,0,8) , e, [4E|=,/(-8)"+(8") =8+2

Al (2) _52

Al=1-A =[8,2,Oj—(8,0,0) =[0,2,0 e
5 5 5 5

52
82X 5080 .

A[AEI] 2 5
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13. Seja a e b dois numeros reais positivos.

Num referencial o.n. Oxy , considere:
e aretardeequacdo reduzida y=ax+b, a,belR";
e aretas definida por (x,y)=(0,b)+k(2,-a) , kelR;
e A éoponto deintersecdo da reta r com o eixo das abcissas;

e Béopontodeintersecio dasretasres;

e (Céopontodeintersecdo da reta s com o eixo das abcissas.

2
13.1. Mostre que a 4rea do tridngulo [ABC] pode ser dada, em fun¢do de a e de b, por BZL
a
- ACx|y,|
[ABC] — 2

A tem coordenadas (XA ,O) e pertence a reta r, entao:
ax,+b=0=x, = —é, logo, A(—Q,Oj
a a

C tem coordenadas (xc ,O) e pertence a reta s, entdo:

(x.,0)=(0,b)+k(2,—a) < x, =2k AO=b-ka < x, :Zk/\k:é@xc :%/\k:é
a a a
Assim, A_C:|XC—XA|= @—[—éj = sb :3—b , a,belIR”
a a al a
Coordenadas do ponto B, intersecdo das retas r e s:
(x,y)=(0,b)+k(2,-a) , kelR
k=2 k=2
x =2k 2 2 - a , . .
= = ,entdo, y=——x+b é a equacgdo reduzida da reta s
y=b-ka —b-2q =—Xa+b 2
Y 2 Y 2
Assim, B:
y=ax+b Sy tb=ax+b —ax =2ax -3ax=0 =0
@, b= Tly=-2x4p " |y=-2 b©{ b
=—=—Xx+ a =——X+ =—=Xx+ =
y=-3 y=—Jxsb y=-3 y=-3 Y
Aol 4o
ACH|y,| 4 3b
Portanto, A[ABC]: 5 = 5 :Z c.q.m.
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13.2. Determine o perimetro do triangulo [ABC], admitindo que este triangulo tem &rea igual a 48 e

que o vetor ﬁ(%,%j é paralelo a um dos lados.

2
A =48<:>£=48

[ABC] 2a

~-(1 1), : - .
Como U(Z’Ej é paralelo a um dos lados, consideremos que o vetor u € paralelo a reta s.

- . 11 %ZZIC k:% k:l
Assim, u=kve| —,= |=k(2,-a) = & =S 8
472 1 1 1
Z=_qgk - _ax= a=-4
2 8
2
De a=-4, temos, %174) =48 b’ = 848 impossivel, logo u ndo pode ser paralelo a reta s
>< —

u paralelo a reta r:y=ax+b, o vetor diretor de r ¢é ;(l,a)

= 1

- — k:—
Assim, u=kr < l,l =k(1,a) = SEIN 4
4°2 5

a=

3b? 4% 48

Entio, =48 < b’ =

X
Logo, as coordenadas de:
2b

A(—%,Oj:(—4,0) L B(0,8) e c(-,oj:(&o)

a

AB=(~4-0)' +(0-8) =45
AC=,/(-4-8) =12

BC =/(0-8)" +(8-0) =812

P, =12+4/5+82

* T [ABC)
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