& MATEMATICA PARA TODOS Matematica A 10.° ano

VETORES
CALCULO VETORIAL COORDENADAS DE UM VETOR
OPERACOES
1.  Na figura esté representado o retangulo [ABCD], o qual foi dividido em seis p E C
retangulos congruentes.
1.1. Complete de modo a obter proposicoes verdadeiras. G
_— S F H
a) A+FE=A+AJ=J
b) I+IL=I+EH=L J
e — / K
¢) FJ+LK=FJ+JH=FH
d) DC+CG=DG=1IL
e) AK+KH=AH=IC A L B
f) IL-GL=IL+LG=IG=FE
1.2. Admita que ”XI” =3e ”E” =4 . Determine:
a) ||HF b) ﬁ”
|HF|=2|AL|=2x4=8 LI| =4 +3° =25 =5
c) AC d) HC - AH
[AC]=y(2x4Y +(3x3) =145 [HC - aH|=|HI| =3 + 8" =473
2.  Na figura esté representado o hexadgono regular [ABCDEF] cujo centro é o B A
ponto O . Sabe-se que u=0C e v=0E .
. , cd—E_\D F
Usando as operacoes adi¢ao de vetores e produto de um numero real por
um vetor, represente cada um dos seguintes vetores em funciode v e v. 9
2.1. OD D E

OD=0C +CD=1+O0E =u+v
22. AD
E:z@:z(&@):zmza

23. EF
EF=EO+OF =—v+CO=-v—u
24. CF
CF =200 =2(-u)=-2u
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3. Simplifique:

3L (53 i -3 o+ 2(i+o)
2 3 3 2
e b
——=|u+|=-= v+—(u+u)=—u+—u+—u+—u=u+u
2 3 3 6 6

3.2. —2(21 —E)+25—(—21 +b)
)

2= o=\ 1 = 3-
3.3. —g(x—Sy)—g(—waLEyj

2(= oo\ 1 4= 3= 2= = = 1= (2 _\= 1y- 7= 3=

—g(x—By)—g(—QerEyj:—§x+2y+3x—§y:[—§+2jx+[2—§jy:—x+—y
34. g(10&-2}3)—§ 4a+2p

5 2 15

g(10a—213)—§ _4q+2p =4£z—fi3+62z—3z3:1oEz+[—E—i

5 15 5 15 15 1

4.  Na figura esté representado o triangulo [ONJ], decomposto em 16
triangulos equilateros congruentes, cuja medida do lado é tomada

por unidade.

Considere os vetores u e v definidos por:
IO [ (P —
u=BH+§EJ e U:EON+2HG
Determine o valor do nimero real k, sabendo que u=ku
LHﬂ?ﬁﬁﬁdﬁdﬁﬁﬁﬂﬁdﬁ

h%mh%ﬁﬂﬁufﬂf

Como OF = EFC Listo é, u= %5 , podemos concluir que k = g

3 2

jgzloa_g

o)
m
-
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5. Na figura, estdo representados o cubo [ABCDEFGH] de aresta 3 e a pirAmide 4
[EFGHV] em que o vértice E pertence a [DV].
Sabe-se que o volume do sélido formado pelo cubo e pela piramide é igual a 33. F
G
F

5.1. Mostre que AH+GD=2AD

ﬁ]+@:(@+ﬁ)+(@+@)=2ﬁ+(ﬁ+@):

:2E+(ﬁ—ﬁ):2@+5:2ﬁ c.q.m. A B
5.2. Mostre que HW“:Z

v

solido

Vi Vi 33=8" + 2x3 x[EV] 53| BV| =33 -27 < [EV] - 2 = [EV] =2 c.om.

5.3. Justifique que existe k e IR tal que GB=kEV e determine o valor de k .

Os vetores EV e GB, sdo colineares.

65 7] 5] =[] =52 =2

Como os vetores EV e GB tém sentidos opostos, k <0. Portanto, k = —g

6.  Mostre que as diagonais de um paralelogramo se bissetam. D

Sugestao:

e prove que AC+BD=2AD; A B

e considere M e N pontos médios de [AC] e [BD], respetivamente, e prove que AN = AM
AC+BD=AD+DC+BC+CD=2AD+DC -DC =2AD+0=2AD
AD

Seja M e N pontos médios de [AC] e [BD] , respetivamente.

Assim,m+§vz%(ﬁ+37)):rp e AD=AN + ND=AN + BN = AD

Logo, AM + BN = AN + BN < AM = AN.

Daqui resulta AN = AM + MN e MN =0
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7.  Nafigura, esté representado um triangulo equilatero [ABC] . B
Os pontos D, E e F sao os pontos médios dos lados do tridngulo.
A area do triangulo [ABC] € 16 .
Sejam X, Ye Z trés pontos. D
Sabe-se que:

. X=B—%A—D;

. yzc_ﬁ%ﬂ;
. 3‘,
° Z=A—2[CF+ZDF].

Determine a area do triangulo [XYZ] .

X=B- %AD =B+ %DA , entdo, X é ponto médio de [BD]

Y:C—DF+%FA:C+FD+%FA:E+%FA , entdo, Y é ponto médio de [DE]

Z=A-o|CF+3DF |=a_2FC_ODF-a400F+ 2 FD=C+ 2
4 4 2 2
médio de [BE]

Obtemos o seguinte tridngulo:

1 1
Logo, A[XYZ] :EA[ABC] =EX16:1

8.  Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, os vetores ﬂ(—2,5) e 13(3,—4) .

Determine as coordenadas do vetor:

8.1. 1w tal que 5:_%11_5

E=‘%(—2,5)—(3,—4):(1’_3_(:3’_4):(_2’gj

FD :C+g@ , entao, Z é ponto
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8.2. ¥talque x= 21—
5 5

PP ERTCENEEY

N 34 N 14
8.3. tal que —u=2y+=v
) q 5 Yy 3

EﬂzZiﬁ%f)@ﬂJz%ﬁ—%f}@Q:Zf{—gf)aQ:%(—Z,S)—é(?),—4)<:>

2
- 315 1 2 - 53
Sy=-—=-,—|-|=—=|ey=|-2,—
2 4 23 12

84. ftalque —ti=si—27
2 3

_a:l;_%a@l;:Za_a@fia_za@%‘:i(g,_4)_z(_z,5)@,;:(4,&]_(_4,10)@
2 3 2 3 3 3 3
@?z(&—ﬁj
3

9.  Considere, num plano munido de um referencial 0.n. Oxy os pontos:
A(-1,2), B(~4,-3) e C[l,—%)

Determine as coordenadas do vetor:

91. u=AB+CA

AB=B-A=(-4,-3)-(-1,2)=(-3,-5) e c7x:A—c:(—1,2)—(1,—%):(—2&}

(+ |

&:TB+@:(-3,-5)+(-2,§}

9.2. v=AC-BC

E:—@:—(—z,gjz(z,—gj e BT::C—B:[1,_3_(_4,_3):(5,3
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9.3. t=2AC-3BA+CB
B 5) — S — 5 5
AC=(2,—EJ , BA=—AB=-(-3,-5)=(3,5) e CB=—BC=—(5,EJ=(—5,——j

t=2AC -3BA+CB =2(2,—%}—3(3,5){—5,—%)=(4,—5)—(9,15)+[—5,—§j:[—10,—%)

94. w=LBA_2CB
3 5

i=EE—E@=1(3,5)—3£—5,—§j=(1,§J—(—2,—1)=(7,§j
37 5 3 5 2 3 3

10. Num plano munido de um referencial o.n. Oxy sabe-se que os pontos A(5,-1),B(-1,3) e C(—4,-2) sdo

vértices de um paralelogramo [ABCD].

10.1. Determine as coordenadas do ponto D
D=A+BC=A+(C-B)=A+[(-4,-2)-(-1,3)]= c
=(5,—1)+(—3,—5)=(2,—6)

10.2. Determine a norma do vetor w, sabendo que w=CA— DB
CA=A-C=(5-1)-(-4,-2)=(9,1)
DB=B-D=(-1,3)-(2,-6)=(-3,9)
w=(9,1)-(-3,9)=(12,-8)

= 12 + (-8)" =208 - 4413

10.3. O paralelogramo [ABCD] é um retangulo? Justifique.
1.9 processo:

Se as diagonais do paralelogramo forem iguais, entao € retangulo
e N TR
Como H@H # HDTSH o paralelogramo nao é um retangulo

2.9 Processo:

Se se verificar o Teorema de Pitdgoras no, por exemplo, tridngulo [ABC] entdo é um retangulo
AB=B-A=(-1,3)-(5,-1)=(-6,4),BC=C~B=(-4,-2)—(~1,3)=(-3,-5) e CA=(9,1)
. . . 2
|cA|| =[[8[ +|Bc[ < (vo0) ( (6) +42) ( (-3Y +(-5) j o
<90=52+34<90=86 P.F.

Logo, [ABCD] néo é um retangulo
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10.4. Mostre que a equacdo x° +1° —4x—2y—44=0 define a circunferéncia cujo centro ¢ ponto médio de

[AB] e que passa no ponto D.

Centro: ponto médio de [AB], M:A+%IB:(5,—1)+%(—6,4):(5,—1)+(—3,2):(2,1)

Raio: MD=,)(2-2) +(-6-1) =49 =7

X —4x—2y-44=0x’ —4x+22 -2 1y 2y+ 1P -1 =44 o (x-2) +(y-1) =44+4+1e
<:>(x—2)2+(y—1)2 =49 c.q.m.

11. Considere, num plano munido de um referencial o.n. Oxy, o vetor Zz(—4,3)
Determine as coordenadas do vetor v colinear com u :
11.1. de sentido contrario e norma 10.
v=ku A |o|=10 A k<0
v=k(~4,3)(~4k,3k)
[0] =10 |J(4k) +(3k)" =10 = V25k* =10 & 25k* =100 & k* =4 = k=-2v k=2
ok=-2

k<0

Portanto 13(—4>< (-2),3x (—2)) =(8,-6)

11.2. como o mesmo sentido e de norma 6
v=ku A |v|=6 A k>0
v=k(~4,3)(~4k,3k)
"5":6<:>\/W=6©W=6<:>25k2=36<:>k2=%<:>k=—%vk:%<:>

<:>k:é
k>0 5

Portanto v —4x[9),3x(éj :[—%,ﬁ
5 5 5°5
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12. Considere os vetores ﬁ(—l,Z) e 5(3,x).
Determine o valor de x . tal que:

12.1. u e v sejam colineares;

_—1:§c>—x:6<:>x:—6
3 x

12.2. 2ﬁ+§f1 tenha coordenadas (3,-1)

2(—1,2)+g(3,x)=(3,—1)<:>(—2,4)+(5,§xj=(3,—1)<:>

@(3,%x+4j=(3,—1)<:>

=3=3 A §x+4:—1<:>
=3=3 A bx+12=-3&
=3=3 A x:—%{)@

<3=3 A x=-3

13. No referencial o.n. Oxy , estio representados dois vetores ue v.

Seja w o vetor que satisfaz as condicoes:

. o vV
e w écolinear com o vetor u+v; \ 14

e asoma das coordenadas de w ¢ 6.
Determine as coordenadas de w.
u(1,3) e v(-2,1)
u+v=(1,3)+(-2,1)=(-1,4)
w e u+v sio colineares, entéo, @:k(ﬁﬂj)@E:k(—1,4)<:>iz(—k,4k)

Como a soma das coordenadas de w é igual a 6, entdo —k+4k=6< k=2

Portanto w (-2,8)
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14.  Num plano munido de um referencial o.n. Oxy , sabe-se que os pontos A(4,-4) e D(-3,—5) sdo vértices

consecutivos do quadrado [ABCD] cujo centro pertence ao eixo Oy .

14.1. Mostre que a reta de equacdo y=-7x-1 é a mediatriz do segmento de reta [AD].
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [AD]
2 2 2 2
(x—4) +(y+4) =(x+3) +(y+5) <

<:>)/—8x+16+f+8y+16:/+6x+9+f+10y+25<:>
& 8y—-10y=6x+8x+34-32< 2y=14x+2<y=-7x-1 cqm.

14.2. Justifique que o centro do quadrado tem ordenada -1 .
Como a mediatriz de [AD] passa no centro do quadrado e este pertence ao eixo Oy , entdo:
y=—"7x-1Arx=0y=-1Ax=0

Portanto o centro do quadrado tem ordenada —1

14.3. Determine as coordenadas dos pontos Be C .

Seja M o centro do quadrado, entdo M (0,—-1)

B=M+MB=M+DM = (0,-1)+(3,4)=(3,3)
DM=M-D=
=(0,-1)—(-3,-5)=
-(3.4)

C=M+MC=M+AM = (0,-1)+(-4,3)=(-4,2)
DM=M-D=
=(0,-1)~(4,-4)=

14.4. Defina analiticamente a circunferéncia inscrita no quadrado [ABCD] .

Centro é M(0,—1) e oraio é, por exemplo l”A*D'” -1 (—7)2 +(—1)2 = @
2 f(Lj;D:l)A: 2 2

J50 |

Assim uma equagdo da circunferéncia é x° +(y + 1)2 = [T] X +(y+ 1)2 = %
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14.5. Determine as coordenadas do vetor u tal que 3AD —5u=2AC

AD(-7,-1) e AC=C-A=(-4,2)-(4,-4)=(-8,6)

3,47)—511=2E@5&=3E—2E@Lizg(—7,—1)—§(—8,6)<:>u'=(—E —%—E—E 12j®

e u=(-1,-3)

15. No referencial o.n. Oxy , est4 representado um triangulo [ABC]. 4

¥
&
Sabe-se que:
e 0 pontoAtem coordenadas (-5,0);
S
e o ponto Btem coordenadas (3,-2); i M
, » 1 0| 4
e M é o ponto médio de [BC] e tem coordenadas | 2, 5 ;
e oponto Sétal que TS=%1TC. B

Determine as coordenadas de SM

c:M+W:[2,%j+(2-3,%+2):(2,%){-1,%):(1,3)

S=A+%/TC=(—5,0)+%(1+5,3—O)=(—5,0)+(2,1):(—3,1)

st o-f
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16. Na figura est4 representado um tridngulo [ABC] .
Em rela¢do a um referencial o.n. Oxy , sabe-se que: A

e M é o ponto médio de [BC];
- 2 -
» |ac]=3[am]
e as coordenadas dos vértices sdo A(-2,1),B(0,-2) e C(6,2) .

Determine “ﬁ” e as coordenadas de G .

M(w’—mzj:(&m
2 2

AM=M~-A=(3,0)-(~2,1)=(5,~1), entio,

AM|= 5" +(-1)" =26

como 6] 2] oo, [ac]-2L22
G :A+2m
3
Assim, G:(_2,1)+%(5,_1):(_2,1){%,_%):(%%}

17. Na figura estdo representados um paralelogramo [ABCD] , os pontos
médios E , F, Ge H dos lados [AB], [BC], [CD] e [DA] , respetivamente,

€ 0s vetores E’ e BT).

Sabe-se, fixado um certo referencial ortonormado, que H (2,2),
A

AC(4,0) e BD(-2,-4)

17.1. Justifique que AC=2HG e indique as coordenadas de HG .
AC = AD+DC =2HD+2DG =2(HD+ DG )= 2HG

Como A(f:2]TG@ITGz%zTC@PTGz%(Ar,O)@ITG:(&O)
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17.2. Determine as coordenadas dos pontos G, Fe E .

G :H+%E =@,2)+%(4,0) =@,2)+(2,0)=@,2)
F= G—%@ =@,2j—%(—2,—4) =(%,2)+(1,2)=@,4j
E=F+GH =(%,4j+@—%,2-2)=(§,4]+(-2,0)=@,4)

17.3. Justifique que EG=BC e determine as coordenadas dos vértices do paralelogramo [ABCD].

?G’:ﬁhf?’(}:%ﬁ)%fc:%

A=H+-GF = §,2j+l 5-14-2): §,2j+l
2 2 2 2 2 2
B=F+iGE=|2 4]+[-11 =(4.5)
2 2 2
CoF+1EG-F-L1GE- 2 4l-[-L4 =(5,3)
2 2 2 2
D-H+ EG-H-1GE- §,2 - —1,1 =(2,1)
2 2 2 2

[
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